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ELECTRICITE 1 : 

Controle N : 1 Electricite 1 Filiere SMPC/SMA 2006-2007 FSSM : 

Question de cours : 

Rappeler Les proprietes d’un conducteur en equilibre electrostatique. 

Exercice 1 : systeme de quatre charges ponctuelles. 

Soient quatre charges ponctuelles disposees au sommet d’un carre dont la longueur du 
diagonal est 2a. 

1. Determiner le champ E et le potentiel V electrostatique au centre 0(0, 0) du carre dans 
les cas suivants : 


Cast 


A 

Oiln 

H 1 

O 


X 

+q( 

s 

( 

w 

+ q 

J 

V. 


Cas 2 


A 

r\ 

Dxn 

M V. 

O 


X 

+q^ 

s 

( 

w 

J 



Cas 3 


Cas 4 


A 

^y 

r\.n 


s 0 


J M 

X 

+q^ 

s 

( 

w 

J-q 

J 



A 

Mn 

^y 

Dxn 

M 1 

O 


X 

+qC 

s 

( 

w 

^-q 

J 





Figure 1 

Representer E(0) dans chacun des ces cas. 

Exercice 2 : Distribution cylindrique de charges. 

On considere un cylindre de rayon R, de 
longueur infinie, chargee uniformement en 
surface par une densite surfacique de 
charges a(a > 0). A laide du theoreme de 
Gauss, ou desire determiner le champ 

electrostatique E en tout point M de l’espace, 
cree par cette distribution. M est un point situe 
a la distance r de l’axe (Oz) du cylindre et 
repere par ses coordonnees cylindriques 
(r, 0, z)(voir figure). 



Figure 2 
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1. Par des considerations de symetrie et d’invariances, determiner la direction de E(M) et 
les variables dont il depend. 

2 . 

a. definir precisement la surface de Gauss que vous utilisez (en justifiant votre choix). 

b. Determiner le champ E(M) en tout point de l’espace (r < R et r > R ). 

3. En deduire le potentiel V(M) pour tous les points M de l’espace (r < R et r > R) 

(on prendra comme origine des potentiels V — V 0 en r = 0). 

4. Tracer les courbes de variations E (r) et V (r) en fonction de r (ou E (r) est la norme du 
champ). Conclure. 

5. Quelles sont les lignes de champ et les surfaces equipotentielles pour cette distribution 
de charges 
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Corrigee de Controle N : 1 Electricite 1 Filiere SMPC/SMA 2006-2007 FSSM : 
Question de cours : 

Les proprietes d’un conducteur en equilibre electrostatique sont : 

- Le champ electrique est nul a l’interieur d’un conducteur en equilibre; E(M) = 0 

- La densite volumique de charges a l’interieur du conducteur est nul ; p = 0 

- Le potentiel est constant en tout point du conducteur V = cte. 

Exercice 1 : 

1. Determination de E et V au centre 0(0,0) dans les cas suivants : 
a. l er cas : 

Soient E A (0), E B (0), E c (0), E D (0) les champs crees en O respectivement par les 
charges +q, +q, +q et + q 

On a E a (0) = E b (0) et E c (0) = E D (0) 


Le champ resultant E(0) est done 
£(0) = E a (0) + E b (0) + E c (0) + E d (0) 

= E a (0 ) - E a (0) + E c (0) - E c (0 ) 

E(°) = 0 

o le potentiel V ( 0 ) : 

Le potentiel electrostatique defini par : V A (0) — 


+q 1 
4tt£ 0 AO 


On a V(0 ) = V A (0) + V B {0 ) + V c (0 ) + V D (0 ) 


9 1 +-^± + ^± + ^±AvecOA = OB = OC = OD = a 


Au£q AO 47T£ n BO Ansa CO Ansn DO 


-0 


0 


-0 


q 1 q 1 q 1 q 1 

V (0) = h h 1- 

47T£ 0 a 4ns 0 a 4n£ 0 a 4n£ 0 a 

4 q 1 
47T£ 0 a 


D’ou V(0) = 


Q 1 
tc£q a 


b. 2 cas :(— q, +q, +q et — q) 
o Le champ E ( 0 ) 

Le champ E A (0) defini par : E A (0) 


Qa u ao 
Atl£q AO 2 


\u A0 \\z cteur unitaire de AO 
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Done E(0) = E a (0) + E B (0 ) + E c (0) + E D (0) 


R A u AO Rb u bo Ra u co Ra u do 


Ans 0 AO 2 Ans 0 AB 2 Ane 0 AC 2 Ans 0 AD 2 


Avec ■ 


u ao — u co 

u B o = ~ u do 
OA = OB = 0 C = OD = a 


-> +<7/ 1 _ 

E(0) = -tj/- — u ao 


a' 



u B o + 


J7 

47r£., a 2 


( u bo) 


£"(0) = 0 


o le potentiel 1/(0): 

On a V(0) = V A {0) + 7 B (0) + V c (0) + V D (0) 


q 1 + -3-± + -3-± + -3-± avec OA = OB = OC = OD = a 


4tc£ 0 AO 4n£n BO Ansa CO 47T£ n DO 


-o 


o 


-o 


—q 1 q 1 g 1 g 1 
+ - + 


47T£ 0 a Ans 0 a Ans 0 a Ans 0 a 


V(0) = 0 


c. 3 cas :(+q,—q,—qet + q) 
o Le champ resultant £(0) est done 


E(0) = E a (0) + E b ( 0) + E c (0 ) + E d (0) 


Ra u ao R_b Ubo Ra Uco Ra u do 


Ane 0 AO 2 Ans 0 AB 2 Ans 0 AC 2 Ans 0 AD 2 


Avec 


u A0 ~ u B o 
u B0 = ~u D0 
OA = OB = 0 C = OD = a 


- +g 1 ^ —q 1 ^ —q 1 ^ g 1 

= +T— -l(-^o) +T— +T— T-l(-WBo) 


47T£ 0 a' 


47T£ 0 a' 


47T£ 0 a' 


47T£ 0 a' 


£(0) - 2 (^——u A0 ) 2 (-r— -jW B0 


.47T£ 0 a' 


,47T£ 0 a' 


® (0) = 2 (: ) + 2 Avec n o« = 


— u 


BO 


-> q 1 ^ _ 

£■(0) = j(u^o +u D0 ) 

Z7T£q (Z 
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On a V{0) = V A {0) + V B (0) + V c (0 ) + V D (0) 


q 1 9 1 q 1 +^±AvecOA = OB = OC = OD = a 


4tce 0 AO Ansn BO Ansn CO Ansn DO 


-o 


o 


o 


q 1 q | 1 q 1 <7 1 


47T£ 0 a 47T£ 0 a 47r£ 0 a 47T£ 0 a 
V 7(0) = 0 


d. 4 cas :(+<?, +q, — q et + q) 

o Le champ resultant £(0) est done 

E(0) = 4(0 ) + 4(0) + 4(0) + 4(0) 
4o) = 4(0) + 4(0) + 4(0) - 4(0) Car 


f (0) = 24(0) = ^r—u A0 


4(o) = ^c(o) 
4(0) + 4(0) 


27T£ 0 a 2 


Avec u ao = cos (0 t - sin (£) i = y (i - /) 


- V2g 1 ^ 

47T£ 0 a 2 


o le potentiel 7(0): 

On a 7(0) = (0) + 7 e (0) + 7 C (0) + 7 D (0) 
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q 1 q 1 q 1 g 1 

+ — — — — + avecOA = OB = 0 C = OD = a 


Ans 0 AO Au£ n BO AnenCO Ane n DO 


o 


0 


0 


q 1 q 1 g 1 g 1 
+ — — + 


Ane 0 a 47T£ 0 a Ans 0 a Ans 0 a 


V(0 ) = 2 


q 1 q 1 


47T£ 0 a 27T£ 0 a 


Exercice 2 : Distribution cylindrique de charges. 

1. la direction et le sens du champ electrostatiqueE (M) 

■ la distribution admet comme plans des symetries, un plan passant par le point 
M et contenant l’axe zz' , et un autre plan P 2 perpendiculaire a l’axezz'. 

En deduit alors que le champ E(M) est porte par l’intersection de ces plans, c'est-a-dire 
l’axe de direction er => E(M) = E r (r, 9,z)er 

■ la distribution est invariante par toute rotation auteur de l’axe zz' 

E(M ) — E r (r,z)er 

■ a distribution est invariante par toute translation selon l’axe zz' 

=> £(M) — E r (r')er 


2 . 


a) choix de la surface de Gauss 


Le champ E(M) est radial et constant sur un cylindre d’axe zz'et de rayon r, la surface 
de gauss convenable sera un cylindre de rayon r et de hauteur h. 


b) 


le champ E(M) en tout point de l’espace 
le theoreme de Gauss : 

<#> = <« E.dS = QM 


} g 


£o 


; 0:etant le flux de E(M) a travers 5, 


g 


Sg : La surface de Gauss 

Sg = S Bl + S Bl + S L ; 5 jbl :surface de la lere base superieure du cylindre, S B2 \ celle inferieur. 
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Figure 4 


Done 0 = § Sg E. dS = ff sg± E. dS + ff sg2 E. dS + ff s E. dS 
Or E(M ) = E r (r)er 

D’ou 0 = ff E r (r)er. dSn B1 + ff E r (r)ef. dSn B2 + ff $ E r (r)er. dSn 


LI 


n B i = k, n B1 = -k, n,=er 


er. k — 0 
Er.er — 1 


=^> 0 = // E r (r). dS , le champ E est uniforme sur un cylindre de rayon r et l’axe zz' 

=> 0 = || E r (r).dS = E r (r ) ff dS = E r (r).S L = E r (r).2nrh 

sg jS ^ 

Surface du cylindre est egale a 2nr/i 

=> 0 = ^(r). 27rr/i 

• l er cas r < /?(M a l’interieur de la surface de gauss) 

On a le cylindre de rayon R, de longueur infinie, chargee uniformement en surface par une 
densite surfacique de charges er(cr > 0). 

Done Qi nt — 0 => 0 = E(r ). 2nRh — 0 comme 2nRh ^ 0 => E(r ) — 0 

E(M) = 0 

• 2 eme cas r > R(M a l’exterieur de la surface de gauss) 

Done Qint ff <7- dS 

Les charges uniformement reparties sur la surface du cylindre done a — cte 

D’ou Qi n t — cr ff dS — a2nRh ; on prend Rear, les charge sont au surface de cylindre de 
rayon R. 
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Figure 5 


D’ou (p = — = E(r ). 2nRh => = E(r). 2nrh => E(r) - aR 1 


£ 0 


£ 0 


£ o r 


aR 1 

^(M) = er 


£n 


0 

Finalement •! aR 1 

£ 0 r 


si r < R 
si r > R 


3. le potentiel V (M) pour tous les points M de l’espace 


OnaE(M) = -gradV(M) 


av 


i av 


av 


Le gradient en coordonnee cylindrique est : grad V = —— e r + e 0 + — — k 


Puisque E(M) ne depend pas de 0 et z on a alors E(r)er = — er 


E(r) = - 


dV(M) 

dr 


dV(M) = -E(r) dr 


• l er cas r < R 

On a E(r) = 0 => dV(M) = 0 => V(M) = cte dans Pinter val [0, R[ 
D’apres les conditions au limite pour r = 0 => V = V Q 


D’ou V(M) = V 0 on le note V int (M) = V 0 


2 eme cas r > R 
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aR 1 


On a E(M ) — er et dV(M) — — E(r ) dr 


e 0 r 


f f aR 1 aR f dr aR 

V(M) = I dV = I dr — — I — = — ln(r) + cte 

J J £ 0 r £ o J r £ o 


aR C dr aR 


aR 


on le note V ext (M) = — ln(r) + cte 

£ 0 

Pour determiner la constante en utilisant la continuite du potentiel pour r — R 
On a V int (r = R) = V ext (r = R) => V 0 = — In (R) + cte => cte = V 0 - — In (/?) 

aR aR 

=> Vext(M) = — ln(r) + P 0 ln(i?) 

8 o 


D’ouV ext (M)=^lng) + F 0 


4. Representation de E (r) et V (r) en fonction de r 

• Pour la fonction E(r) 

0 sir < R 
On a -J aR 1 


Pour r — R 


sir > R 

£ 0 r 

=> E(r = R) = — 

£ 0 

aRl f* 
lim E(r) — lim = 0 

n -» oo n-^oo Sq V 


E(r ) 


On a 


V £ o 

Pour r = R 


Pour la fonction F (r) 

F 0 sir < /? 

^lng) + F 0 5ir>fi 



P(r) 


V(r = R)= V, 


/aR 

lim V(r) = lim I — In 

7l->00 71->00 \ 


0 


oR /R 

„ + 


lim In ( 'j — ln(0 ) 

71 -» OO \ — 00/ 


= —00 



5. les lignes de champ et les surfaces equipotentielles 
• les lignes de champ : 

Les lignes de champ sont des droites qui partent de la surface du cylindre charge, leur 
prolongement passe par l’origine. 
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• les surfaces equipotentielles 

=> V(M) = cte 

o a l’interieur V(M) = cte = V 0 
o a l’exterieur V(M) = ^ln 0 ) + = C ± => In 0 ) = ^ (C, - V 0 ) = C 2 

In (/?) — ln(r) = C 2 => ln(r) = In (/?) — C 2 = C 3 => r = = cte 

r = cte =>les surfaces equipotentielles sont des cylindres de meme axe que la distribution. 
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Controle N : 1 Electricite 1 Filiere SMPC/SMA 2005-2006 FSSM : 

Exercice : 1 

Sur un axe x' Ox sont placees : une charge ponctuelle q 1 au point O, une charge 
ponctuelle q 2 au point A d’abscisse x — a (a > 0). 

1) Donner 1’ expression de la force electrostatique agissante sue une charge ponctuelle 
q 3 placee sur l’axe au point B d’abscisse x — 

On donne : q ± — 3 q, q 2 — —2 q et q 3 — q avec q > 0 

2) Donner les expressions du champ et du potentiel electrostatiques crees par q 1 et q 2 au 

point B. 

Exercice : 2 

A- On considere une spire circulaire de centre O et de rayon R, uniformement chargee avec 
une densite de charge lineique A(A > 0) 

a. Sans faire de calcul, donner la direction du champ electrique E S (M) en un point 
M de l’axe de la spire tel queOM = x. justifier votre reponse. 

b. Determiner le champ electrostatique^ (M) et le potentiel V S (M) au point M. 

B- Soit un fil infini uniformement charge avec une densite de charge lineique- A. 

a. En utilisant al symetrie de la 
distribution, quelle est la distribution 

du champ electrique £V(M) en un 
point M situe a une distance r du fil. 

Justifier votre reponse. 

b. Par application du theoreme de gauss, 

determiner le electrique £V (M) en un 
point M. En deduire le potentiel 
Vf(M). on donne l^(r = 0) = 0 
C- On place le fil infini perpendiculairement a 

l’axe principale de la spire circulaire et a une distance 2a de celle-ci (voire la figure). 

a. Determiner le champ E cree par le fil infini et la spire circulaire au point M tel 
que M est au milieu de O' 0. 

b. Determiner le potentiel V(M). 


Plan infini 
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Corrigee de Controle N : 1 Electricite 1 Filiere SMPC/SMA 2005-2006 FSSM 

Exercice : 1 


—7 

I) L’ expression de la force electrostatique F b 

°n a F b = 4 <73 + 4 <7 3 


~ „ £ _ <7i<73 OB _ QiQll f 

V^/Xl d. 1 /J ^ /Tf 0 £7 0 L r, t 

<7l<73 47T£ 0 OB 3 47T£ 0 (-) 3 TCE 0 a 2 


<?1 9 3 <?2 

-• ■ • ■ •- 


0 B A 


Avec qq = 3 q et q 3 = q 


^<73 


— 3q‘ 

TCEq CL‘ 


q 2 q 3 AB 


a 

Q2Q3 2 


F = — 

Q 2 Q 3 4ns 0 AB 3 4ns 0 (-) 3 


-» 

7 


<72 <73 -> 
TTE 0 a 2 


avec: q 2 = —2 q et q 3 = q 


— 2q' 
^2 <73 7 j: foa : 


7 


3q 2 2q 
done F b = r 7 


B ns 0 a 2 ' ns 0 a 2 " ne 0 a 2 


2 2 2 

\ r , 0 <? - 

7 — r (3 — 2)7 = 7 


TCSq CL‘ 


II) L’ expression du champ et du potentiel : 
a) Pour le champ 


P dl 


e b — 


q i 


qTT£ 0 a 
E R = - 


■B ? 

TT£ 0 a Z 


-lavec: q 3 = q 

q - 

1 
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i) 


b) Pour le potentielPg 
On a V B = V 1 + V 2 


Or q 1 = 3q-,q 2 = 
D’ou V B = * 

4JT£ 0 (-) 




avecl^ = 


q± q 2 

— — — etV 2 = — — — 
4ns 0 OB 4ne 0 AB 


- 2 q \ OB = \-AB = \. 


2 q 


3 q 


2 q 


47T£ 0 (f) 


2tc£qCL 2n£ 0 a 


V B = — - — (3 — 2) = 

2tc£ 0 cl 

Exercice : 2 




2TC£q Q, 


i) La direction du champ electrique E s en M, par raison de symetrie le champ 
electrostatique cree par la spire et porter par l’axe ox. En effet, deux element de 
charge dq de longueur dl centre en P et P' symetrique par rapport a (OX), creent 

en M deux champs elementaire dE s (M)et E' S (M) dont la resultante est portee par 
l’axe OX. 

ii) Le champ electrostatique E S (M). 

dq cos or 

dE s = — dE cos a 1 = — „ 1 


4tte 0 PM 


Or dq — Adlet cos a — 


X 


PM 


PM 2 = x 2 + R 2 -» PM — yfx 2 + R 2 


- Adi cos a 

dEv = — 



R 


4ns 0 (x 2 + R 2 ) 


AdlxT 


4ns 0 (x 2 + R 2 )Vx 2 + R 2 


, g _ XxRdO -» 

S 4TC£ 0 (x 2 +R 2 ) 3 / 2 l 


f {x 2 + R 2 )^x 2 + R 2 = (x 2 + R 2 )(x 2 + R 2 y/ 2 
= (x 2 + R 2 ) 1+1 /2 
= (x 2 + R 2 y/ 2 


2n 


E s = d£ s = 


AxRdd 


o 


47T£ 0 (x 2 + R 2 ) 3 / 2 


l 


E = 

S 4TT£ 0 (x 2 +R 2 ) 3 / 2 J 0 


XxR r2n 

In ddl 


2n 


d6 = [0]o re = 2n — 0 = 2n 


o 


—AxR 2n 

d OU E s - — rr-^Trt = — 

47T£ 0 (x 2 + R 2 ) 3 / 2 2£ 0 (x 2 + 


AxR 

#2)3/2 



0 

2n 

J 


LepotentielV s (M)aupointM 
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On a dV s (M) = 


dq 


4ns 0 PM 


Avec dq = Adi , PM = Vx 2 + /? 2 etd/ = RdO 




dv s m = 


A RdO 


47T£ 0 Vx 2 + R 2 


V S {M) = dV s {M ) = 


27r A RdO 


AR 


2n 


'o 47 T£ 0 VX 2 + R 2 4n£ 0 VX 2 + R 2 Jo 


dO 


-> ^ (M) = 




2£ n Vx 2 + R 2 


II) Fil infini 


i) La direction du champ electrostatique £y(M)la distribution admet comme plan de 
symetrie un plan P 1 passant par M et contient l’axe (yy') et un autre plan P 2 
perpendiculaire a l’axe (yy'), en deduit alors que le champ £y(M) est porte par 
l’axe de direction e r 

• Le systeme est invariant par rotation autour du fil, 

• Le systeme est invariant par translation parallele au fil 
Le champ ne depond que de la distance du point M au fil. 

EfiM) = E f (r)e r 

ii) Application du theoreme de gauss 


0 = # so F / (M)d5 = 


Qlnt 


s 3 J ' £o 

• surface de gauss : 


Le champ et radial et constant sur un cylindre, la surface de gauss convenable 
sera un cylindre de rayon r et de hauteur h. 


0 


-ff 

sg 


E f (M)dS 



Ef(M). d S sbi + II Ef(M).dS S b. 

sb 1 sb 2 

+ If E f (M). d S L 

sL 
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Ef(M)e r .dS sbl k> + -j II Ef(M)e r .dS sb 2 (—k) j- + II Ef(M)e r .dS L 

sb ± ) _ 0 ysb 2 ) =0 sL 


= Ef(M)e r .dS L 


sL 


Le champ est constant sur un cylindre 


(p — I! Ef(r).dS L — Ef(r).S L — Ef(r).2nrh 

sL 


h 


Qint = J ~Adl = -A f 0 dl = -Ah 

Les charge sont disposer sur le segment de longueur h d’ou : 

. , Ah 

EAr). 2nrh = 


o 


E f (r) = - 


A 


2nrs, 




E f (r ) = - 


A 


2nrs 0 


Le potentiel Vf(M) 


On a £/(M) — —gradVf(M) 


,, dv,m- 

E(r)e r = e r 

dr 

dVf(M) = E(r)dr -> dV f (M) = 


A dr 
27T£ 0 r 




A 


V f (M) = f dV f (M) =^S\nr + 


cst 


surface equipotentiel 


A 


on a V f (r — 1) = 0 = In 1 + cst -> cst 

J 2ns 


o 


= 0 


A 


Finalement V f (M ) = lnr. 

> 2ns r 


iii) Lignes de champ 


E Est perpendiculaire a l’axe du fil 


—> 


liane de champ 


les lignes de champ somt des droite qui patyant 


Surface equipotentielles : 

Les surfaces equipotentielles sont des 
cylindres de meme axe de distribution 
Les lignes de champ et les surfaces 
equipotentielles sont orthogonales 







www.rapideway.org 


F. DANI - H. BOUKHARROUB - Y. EL HYHY 


Page 22 




E = 


—A Ra 


i + 


-A 1 


2 £ 0 (a + R 2 ) 3 / 2 2ns 0 a 




ii) Le potentiel V (M) 

On a V (M) = l£(M) + Vf(M) 


AR 


+ 


A 


2 £ 0 Va 2 + R 2 2ns 


A 


In a 
o 

/? In a\ 

+ 


2s 0 y^fa 2 + /? 2 71 


1 
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Controle N : 1 - Electricite 1 - Semestre2 - Filiere - SMPC/SMA -2008/2009 FSSM : 
EXERCICE I 

Soient q 2 , et Q 2 quatre charge electrique disposees au quatre sommet d’un 

carre de cote a (voir figue). On suppose que q\ — qz — q, Qi — Qz — Q que la force 
resultante agissant sur Q 1 est nulle. 

1. Calculer et representer la force Fqq exercee 
par la charge sur la charge Q 2 

2. Calculer et representer les forces F„ q et 
F q q exercees par les charges q ^ et q 2 sur la 
charge Q 1 

3. Calculer la charge Q en fonction de la charge q 

sachant que — ^ — = 9. 10 9 S/ . 

47T£ 0 

EXERCICE II 

Un fil portant une charge positive q a la forme 
d’un arc de cercle de centre O, de rayon r d’angle 
(f) (voire figure). 

1 . Sachant que la charge q est uniformement 
repartie, calculer le vecteur champ 

electrique E au point O cree par cette 
distribution. 

2. Que devient E pour 1’ angle (f) — 0,(j) — n, 

(p = 2n 

EXERCICE III 

Soit un fil infiniment long portant une 
densite lineique de charge A > 0 . 

1. Calculer le champ electrostatique en un 
point M a la distance r du fil. En deduire 
le potentiel en ce point. 

On dispose maintenant de deux fils infiniment 
long, tels que le fil 1, charge avec une densite 
lineique A, est en y — a et le fil 2, charge avec 

une densite lineique - A, est en y — —a (voir 
figure). Soit M un point de l’espace a la distance 





y 

—a 

° 

a 
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rjdu fil 1 et r 2 du fil 2. 
2 . 


Etablir l’expression du potentiel au point M en fonction de A, r 1 et r 2 , on choisit 
l’origine des potentiels au point O. 


_2ti£qVq 


3. 


En posant k — 6- * ' , deduire 1’ equation de la surface equipotentielle lieu 

des point M ay ant le meme potentiel E 0 . 

EXERCICE IV 

Une distribution de charge a symetrique spherique autour d’un point 0 cree en un point 
M quelconque de l’espace situe a une distance OM — r, un potentiel electrostatique de la 
forme suivant : 

r 

V(r) = — — e a Ou a et q sont des constantes positives. 

47T£o r 

1 . Determiner la direction, le sens et le module du champ electrostatique associe a cette 
distribution de charges. 

2. Calculer le flux $(r) du champ electrostatique E a travers une sphere de centre O et 
de rayon r. 

3. Determiner les limites du flux du champ E quand r tend vers zero et quand r tend 
vers l’infini. 

4. En deduire laquelle des distributions de charge suivantes peut creer ce potentiel et ce 
champ, justifier votre choix : 

i. Une charge q placee en O et une charge -q repartie dans tout l’espace. 

ii. Une charge -q placee en O et une charge q repartie dans tout l’espace. 

iii. Une charge -q repartie dans tout l’espace. 

iv. Une charge q placee en O et une charge 2q repartie dans tout l’espace. 
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Corrigee - Electricite 1 - Semestre2 - Filiere - SMPC/SMA -2008/2009 FSSM 
EXERCICE IV 


1. La force F QlQl 

_ ~F? _ Q2Q1 UDB 

n a Q2Q1 — 4 U£o OB 2 

Udb '• Vecteur unitaire. 


— > 7T-> ■ TC 

u DB = cos-t + sin -J 


2 2 J 

Et on a ABCD est un carre de cote "a 1 

AD 2 + AB 2 = DB 2 
a 2 + a 2 — DB 2 => DB 2 — 2 a 2 
-ft Q 2 1 V2 


D’ou 

Avec 

F 


4tt£q 2 a 2 2 

Qi = Q2 = Q 
w (i+D 


( t+j ) 


@ 2^1 I 6 n £ 0 a 2 

5 Representation 
On prend Q < 0 (choix) 

Done F Q2Qi = 

2. Calcule de la force F 


SI 

Q\Q\ 


On a F , 


Q 1 Q 1 u ab 


^ 1^1 4ns AB 2 
Avec u AB = i;q 1 — q; Q 1 — Qet AB 

D’ou F, 


— a 


_ QQ_ 

4ns a 2 


5 La force F 


q 2 Q 


7^ _ Q 2 Q 1 U CB 

On a r n n — — 

q 2 ^i 4ns CB 2 

Avec q 2 = q, Q 1 = Q, u CB =j,CB = a 
D’ou 


A 


a 


D 




9i 


Q 1 
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F 



qQ_ 

4ns a 2 


• Representation 
En prend q > 0 

3. Calculons Q en fonction de q 

On a la force resultante agissant sur Q 1 est nulle done 


F q 1 Q 1 + F q 2 Q 1 + F Q 2 Q 1 ~ 0 


qQ 4?+^-4/+— — 4( r+ /) = o 

" ? J 4 47T£ a 2 J 


47T£ a 2 

Q 1 


47T£ a 2 


V2 


4 lr£ ^O ?+ ^ + T <3(r + J ) l = 0 


—411? + 

47i£ a zxx 


V2f)r + ( 9 + V2f)/) = o 


<3 1 
— ^ 0 


47T£ a 2 


0 


=> (q + V2 0 (i +j) = 0 

Et (i + /) 0 => (q + a/2 ^ = 

Finalement Q = --^=q => Q = —2\[2q 
EXERCICE II 


1. Le champ electrique E au point 0 par raison 
de symetrie le champ electrostatique cree par 
l’arc est porte par l’axe ox. 

En effet, de element de charge dq de longueur 
dl centre en p et p } symetriques par apport 
a (ox), creent en O deux champ elementaires 

dE(0 ) et de(O) dont resultante est portee par 
l’axe ox. 

II en est de meme pour toutes les autres paires d’ element de charges de la distribution. Ainsi 
le champ total est porte par l’axe ox . 


dE'(O) 

AN 

y 


dE{ 0) 

\) 
dL EL 

X 


Done dE(0 ) = —dE cos 6 i 
Avec dE (0) = — 4 


dl 


47T£ r 2 


Tg d0 — d0 = — => dl = d9 


tan 9 — dO (pour les petites angles ) 



avec dq = Adi 

Or dl = rdQ 
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II vient E(6) = f dE{ 0) 


E x (0) 


arc 


ArdO 

4nsr 2 


cos 0 


2 . 


0 

2 Add 


.0 4ner 

2 


cos 9 = 


A 


0 

2 


4nsr J 0 

2 


cos 9 dd — 


i , * 

4^ [sin « ] % 

2 


£■(0) = 


A 


4ner . 


.0 . / 0' 

Sm 2 Sm \ 2, 


. f 0\ _ . /0' 

Sin ( 2/ Sm \2. 

sin est impaire 


E{ 0) = 


A 


0 

2 sin — 

47rsr 2 


-» A d> 

E( 0) = 2 sin^-i 

Z7T^r 2 


A 


• Pour 0 — 0 on a £*(0) — sin(0) i 

2nsr 

=> £(0) = o 

• Pour <p = n on a sin(7r) = —1 

=>E(0) = — -i 
27T£ r 

• Pour (p = 2n on a sin(27r) = 0 

=> e{ o) = o 

EXERCICE III 


1. Determination de E en un point M de l’espace. 

• La direction et le sens de E 
Le fil admet une symetrie cylindrique 

Done J en peut ecrire : E — E r (r, 9, z)e r + 

E e (r,9,z)e e + E z (r, 9, z)e 2 

La distribution admet comme plans de symetrie 
un plan P 1 passant par M et contenant l’axe ZZ'et un 
autre plan P 2 perpendiculaire a l’axe ZZ' en deduire 

alors que le champ E est porte par 1’ intersection de ces 
plan e’est a dire l’axe de direction e r 

=> E(M) — E r (r,9,z)e r 

• La distribution est invariante par tout rotation autour du fil du et par translation 
parallele au fil, le champ ne peuvent done dependre des coordonnees 9 et z. 

E(M) = E r (r)e r 

• Choix de la surface de Gauss. 
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Le champ E(M) est radial et constant sur un cylindre d’axeZZ', la surface de Gauss 
convenable sera un cylindre de rayon r et de hauteur h. 

Le theoreme de Gauss : 

Qint 


(p = 


f 

JJSg 


E.dS = 


Sg : surface de Gauss 
0: le flux de E a tr avers Sg 
S, 9 = S bl + S b2 + S L ; 

S b et S b les bases 
S L : surface lateral. 

& 


0 = < a E dS = II E dS + 

^b 1 ^S bl 

Or E — E r (r)e r 


E dS + II E dS 
's b2 JJ s L 


0=11 E r (r ) e r dS 
JJ s bl 


+ 


JJ E r (r) e r dS n 2 + JJ E r (r) e r dS 


n- 


e r .k — 0 

/J 


Sb 2 JJS l 

Or % = k ;n 2 — —k ; n 2 — e, 

=> 0 = 1 1 E r (r). dS ; le champ est constant 

JJs L 

Sur un cylindre de rayon r et de l’axe ZZ'. 

=> (p = E r (r ) jj dS = E r (r).S L = E r (r).2nrh 

JJs L 

Qint = J dq = J Adi = Ah 

Les charges sont sur le segment de longueur h 


D’ou 


E r (r'). 2nrh = — 

£o 


E r (r) = 


A 1 
2ns 0 r 


Done E r (r) — — 1 — -e 7 

rv ' 27T£ 0 r 7 


• Le potentiel en un point M de l’espace. 

d V(M) 


On a E(M) = -gradV(M) = - 


dr 


C r _ 

1 r d6 


1 dV(M) -> dV(M ) 

e e — k 


dz 


Puisque E(M) ne depend que de r on a alors 


dV(M ) , 
h r (r)e r — 7 e, 

dr 


n i 


A 


- - f ~ 


E(M) 


n L 


n 2 





■>* 

s 


Qint 
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E r (r) = - 
x 1 


dV(M ) 
dr 


dV(M) = -EJr).dr = - 

2ns r 

V(M) = JdVm = J-~dr = -^-J^ 


2ns 


=> L(M) — — ln(r) + cte. 

2ns 

L’ expression du potentiel au point M. 

On a V (M) = — ln(r) + cte 

On choisit l’origine des potentiels au point 0 done V (0) = 0 => cst — 0 
Le potentiel au point M est : 

V(M) = V t (M) + V 2 (M) " 

2 Le potentiel electrique cree en M par une distribution 

(+ 1 ) 

le potentiel electrique cree en un point M par 
point M par une distribution (—A) 


^i(M) = -^ ln (r 1 ) 

V 2 (M) = -t£\n(r 2 ) 


D’ou 

x 


V(M) = -±ln(r 1 ) + 


2ns 


In (r 2 ) 


-^-(ln(r 2 ) - lnfa)) = -^-ln (—) 

27 re 2ns xr^ 

L’equation de la surface equipotentielle. 
=> V(M) = cst = V 0 


-i- ln (S) = Fo ^ ln (S) = 


>*1 

2718V q 

^ = e~^~ = k 
r-i 


2usVq 

X 


r 2 



L’equation de la surface equipotentielle est : 


r 2 

— = k 

n 


EXERCICE IV 


1 . Direction, sens, module du champ electrique : 

La distribution de charge admet une symetrie spherique 

Done E(r ) = E(r)e, 


On a V (r) — 




4nsr 


r 

e a 


a et q sont des constantes posetives. 


E(r) = — graddV(r ) 


E(r)e r — — 


SV(r ) _ 1 dV(r) 


Sr 


By 


r 89 


ee 


8V(r) _ 
e 


r sin 9 Sep 


<p 




www.rapideway.org 


F. DANI - H. BOUKHARROUB - Y. EL HYHY 


Page 30 



CDNTRDLE5 CDRRIGE5 


Edition : 2012 


Le champ ne depend que de r 

u( n- _ 8V(r) ^ 

^ > E(r)e r e r 


q d ( 1 _l' 

— I — e a 

4ne dr \r 


(/ + #)' = fg + fg' 




1 _r 1 /— 1\ _r 

-e a H e a 


4ne L r 

q -L ( 1 1 

e “I--2 

V r L ra. 


r \ a 


4ns 


E(r ) = 


q 


r / 1 


e « — + - e, 


47T£ \r a/ 

2. Le flux 0(r) du champ electrostatique E(r) a travers une sphere de centre O et de 
rayon r 

avec aS = dSe r 

— r 2 sin 9 dddcp 


On a Hr) = § Sphere E(r)dS 


0(r) = § E(r)e r dS 


6?? 


Sphere 
1 71 r 271 


p f zre q 1 _r /I 1\ 

^ 0(r) = J„Jo 47rer e “ (7 + -) sln 0 de d< P 

'/'fr) = +7 e ” (7 + ;) /o’ sin e de / 0 2 «« d< P 

Or J^sin 0 dd — [— cos 0]% = — cos(7r) + cos(0) = 1 + 1 = 2 


Et J 2?r d<p — [<p]l n — 2n — 0 = 2n 


q _r /I 1\ 

<P(r)=- e a I — I — 1 47 t 

4ns 0 r Vr a / 

q _i /I 1\ 
0(r) = — e a - + - 
£ 0 r Vr a/ 


3. Les limites du flux du champ £ 

On a 0(r) = —e~a (- + 

£ n r Vr a/ 


lim 0(r) 

r— >+oo 

lim e _ a — 0 

Or r_>+ °° }donc lim 0(r) 

lim - = 0 

r— >+oo r 


q _r /I 1' 

lim — e « I — + — 

7 >+oo £ 0 7" Vr a. 


= 0 


r— >+oo 


limd>(r) = lim — e a f- + -) 

7 — >0 r-»0 £o r Vr a/ 
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/ q _i q _i 

= lim — e H e a 

) >o \e 0 r a e 0 r 


Or lim — e~a = lime _ a = e° — 1 

r-> 0 ' r^O 


1 / 

lim-e” — lime” — e° — 1 

r-> 0 r r -> 0 


D’ou lim 0(r) = — fl + -Y 

r-» 0 £o V a/ 
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OPTIQUE 1 : 


Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2004-2005 FSSM : 
Questions de cours 


Pour les 3 figures ci-dessous, on place une bougie sur table T devant un miroir plan M, 
un observateur est place de 1’ autre cote de la table de fa 9 on a permettre 1’ observation de 
l’image de la bougie a travers le miroir M. Choisir une seule reponse (a, b, c ou d) aux 
questions proposees. 



1) Sur la figure 1, 1’ image de la bougie a travers le miroir M se trouve localisee : 

(a) devant le miroir 

(b) derriere le miroir 

(c) sur la surface du miroir 

(d) pas d’ image 

2) Sur la figure 1, la taille de 1’ image de la bougie a travers le miroir M est : 

(a) plus grande que la bougie 

(b) la me me 

(c) plus petite que la bougie 

(d) pas d’ image 

3) Sur la figure 2, la position de la bougie est deplacee vers la droite. L’image de la bougie 
vue par 1’ observateur se trouve localisee : 

(a) A gauche de la position precedente 

(b) A droite de la position precedente 

(c) A la meme position 

(d) Pas d’ image 


4) Sur la figure 3, 1’ observateur s’ est deplace vers la droite par rapport a la figure l.La 
bougie est restee a la meme position que dans la figure 1. L’image de la bougie vue par 
l’observateur se trouve localisee : 


(a) A droite de la position obtenue sur la figure 1 

(b) A la meme position que celle obtenue sur figure 1 

(c) A gauche de la position obtenue sur la figure 1 
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(d) Pas d’ image 

Exercice I_: 

On s’interesse a la propagation du rayon lumineux qui se dirige de la gauche vers la 
droite entre deux milieux homogene et transparents (voir les figures de 1 a4 ci -dessous).Les 
deux milieux sont caracterises par des indices de refraction?^ et n 2 . 

En justifiant votre reponse et en s’appuyant sur les lois de Descartes, repondre aux 
questions suivantes (de 1 a 4) par une seule reponse parmi les propositions suivantes (de A a 
F) . 

A : seulement si n 2 > D : serait possible avec A ou C 

B : seulement si n 2 = E : jamais possible 

C : seulement si n 2 <n 1 F : toujours possible quelques soit ni et n 2 

1 . Pour quelle condition (A et F) les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 

1 7 A \ 

2. Pour quelle condition (A et F) les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 

2? y’ V nX 

3. Pour quelle condition (A et F) les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 

3? ^ 

4. Pour quelle condition (A et F) les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 
4? 





www.rapideway.org 


F. DANI - H. BOUKHARROUB - Y. EL HYHY 


Page 34 



Edition : 2012 


CDNTRDLE5 CDRRIEE5 


On considere 2 miroirs spheriques Mi (concave) et M 2 (convexe) comme representes 
respectivement sur les figure 1 et 2 (voir feuille jointe a cette epreuve). Ces deux miroirs sont 
utilises dans les conditions d’ approximation de Gauss et ayant chacun un centre C, un sommet 
S et un rayon R=4cm. 

Soit un objet reel AB place a 1cm du sommet S de Mi et de M 2 . 

1. Donner la relation de conjugaison des miroirs spheriques avec origine au sommet 
dans les conditions d’ approximation de Gauss. 

2. Construire geometriquement l’image A’B’ d’AB a travers Mi et a travers M 2 
(Utiliser les deux graphes sur la feuille jointe). En deduire la nature de l’image 
obtenue pour chaque miroir. 

3. Utiliser la relation de conjugaison pour determiner la position de l’image SA' a 
travers le miroir Mi .En deduire le grandissement lineaire. 

Exercice IIIj 

On considere trois dioptres plans AB, AC, BC formant un triangle isocele dioptres AC 
et BC forment un angle droit au point C. Le dioptre AC separe deux milieux d’indices ni et n 2 . 
Les dioptres AB et BC separent le milieu d’indice ni et l’air. On place un miroir plan M 
parallele au dioptre BC puis on envoie un rayon lumineux SI qui arrive sur le miroir M avec 
un angle d’incidence de 45° (voir figure). 

On donne : % = 1,5 et n 2 = 1,33. 

1. Completer, en justifiant votre reponse, la marche du rayon lumineux SI 

2. Calculer 1’ angle de refraction sur le dioptre AC. 


C 
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Corrigee de Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2004-2005 FSSM : 
Questions de course 

1. Reponse (b). 

2. Reponse (b). 

3. Reponse (b). 

4. Reponse (b). 

Exercice I : 

1 . Les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 1 si nous avons la condition 

(A) c.a.d. : n 2 > ^Justification. 



-Pour le rayon refracte : 

Descartes: rti . sin u = n 7 . sin i? Or n2 > nl implique — — - = — > 1 

sin i 2 n 1 

Alors: sin t x > sin i 2 ti > i 2 

L’angle de refraction i 2 est plus petit que Tangle d’incidence ii 
Le rayon refracte s’approche la normale (milieu 2 est plus refringent) 

- Pour le rayon reflechi : il fait un angle — i t par rapport a la normale N 

2. Les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 2 si nous avons la condition 
(C) c.a.dm! > n 2 justification 
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Pour le rayon refracte : 

Descartes: ni . sin L =n 7 .sini 7 0r n2 < nl implique — — - = — < L 

r 1 sin i 2 n x 

Alors: sin < sin i 2 i± < i 2 

L’angle de refraction i 2 est plus grand que Tangle d’ incidence^. 

Le rayon refracte s’eloigne de la normale (milieu 2 est moins refringent) 

Pour le rayon reflechi : il fait un angle —i ± par rapport a la normale N 

3. Les rayons lumineux peuvent etre sur la figure 3 si nous avons la condition (D) 
justification 


Figure 3 



Cette figure serait possible si n 1 > n 2 .Dans ce cas nous pouvons avoir une 
reflexion totale avec un certain angle d’incidence. 

4. Les rayons lumineux peuvent etre comme sur la figure 4 si nous avons la condition 
(B) c.a.d. = n 2 Justification 




4 - ' 
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- N 


Pour le rayon refracte : 

Descartes: ni . sin L = n 7 .sini 7 0r L — U implique - — —= 1 

sin i 2 

Done : n 2 = n x L’angle de refraction i 2 est egal a Tangle d’incidence 


Nous n’avons pas de reflexion (cela depend du milieu). 

Exercice II_: 

1. Relation de conjugaison des miroirs spheriques (origine au sommet et dans les 
conditions d’ approximation de Gauss) : 

1W \Jr 2 

= + = = = 


SA SA' SC 

2. Voir graphes ( Placer les foyers et construire A’B’ pour les deux miroirs). 
Les images obtenues a travers Ml et M2 sont : 

Pour Ml 1’ image est virtuelle, droite et plus grande que l’objet. 

Pour M2 1’ image est virtuelle, droite et plus petite que l’objet. 


3. A partir de : 


1 1 
= + = 


nous aurons SA' — 


SA SA’ SC 


[SC. SA] 

[ 2SA — SC] 


= +2cm 


-SA 

Le qrandissement T = = +2 

SA 
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Exercice 3_: 

1/ 

Au point I : 

Le rayon incident SI est reflechit par le miroir M. 1’ angle de reflexion est oppose a ii est 



egale a 45°. 


Le rayon reflechit arrive perpendiculaire au dioptre AB done il ne subit pas de deviation 
et arrive sur le dioptre BC sous une incidence i 2 egale a 45°(les normales a M et a BC sont //) 

Au point J : ^ X J 

D’apres la loi de reflexion on a : n 1 . sin( 45) = 1. sin(r : soit sin (ry) = 1,06 ce qui 
est impossible. 

Done il va y avoir une reflexion totale sur le dioptre BC. L’angle de reflexion totale est : 

/ = Arcsin ^ ^ = 41, 81° 

Le rayons reflechit arrive sue le dioptre AC sous une incidence L est gale a 45° (la 
normale au point J au dioptre BC et le dioptre AC sont //) . 

Au point K : 

2/D’apres la loi de refraction on a : 71 *. stn( 45) = n 2 . sin(r 2 ) ; soit r 2 — 52,89° . 

Graphes pour la construction geometrique / Exercices II 
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Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2009-2008 FSSM : 


Question de cours : 


1 . Donner la definition d’un dioptre plan. 

2. Montrer, en faisant une construction geometrique, que la position de l’image A’ d’un 
point objet reel A, a travers un dioptre plan est donnee par la relation 

7m 7 = 771 n2cos l - 

% cos i ± 

i 1( i 2 : etant respectivement les angles d’inccidence et de refraction. 


/ 

% , n 2 : Etant respectivement les indices de refraction du milieu d’ entree et du milieu de sortie 

H : est la projection du point A sur le dioptre plan 

3. Montrer que le dioptre plan n’est pas rigoureusement stigmatique pour un point objet 
quelconque de l’espace. 

4. Montrer qu’on peut realiser le stigmatisme approche si le dioptre plan est la faible 
etendue (angle d’incidences faibles). En deduire la relation de conjugaison du dioptre 
plan dans ces conditions. Commentez. 

Exercice 1 

1. On considere un miroir spherique concave de centre C, de sommet S et de rayon R=lm. 
En se placant dans se placant dans les conditions d’ approximation de Gauss : 

a. Determiner sa distance focale ? 

b. On place un ecran E sur l’axe optique de ce miroir a la distance d=5m de son sommet 

S. Ou doit-on mettre un objet AB et celle de son image A’B’, tel que le 
grandissement lineaire y ? 

c. Determiner la position d’un objet AB et celle de son image A’B’, tel que le 
grandissement lineaire y soit egal a +2, Faire une construction geometrique. 

2. Completer la marche des rayons lumineux incidents ou emergents des miroirs spherique 
de le figure 1. 





Figure 1 


Exercice 2 : 

Le retroviseur interieur d’une voiture est un miroir plan de largeur 1 =20 cm dispose 
verticalement. Ce miroir est situe sur l’axe X’X en son milieu A (X’X perpendiculaire au plan 
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du miroir plan comme sur la figure2). Un individu, dont l’oeil est situe dans l’espace reel du 
retroviseur, cherche a determiner en regardant dans le retroviseur, la largeur BC de la fa£ade 
de la maison occupe entierement son retroviseur (figure2) : 

1. Faire une construction geometrique de l’image de la fa 9 ade, observee par l’oeil a 
travers le retroviseur. 

2. Determiner la largeur de 1’ image de la fa 9 ade de la maison, observee par l’oeil. 



Figure 2 

Exercice 3 : 

Un rayon lumineux se propage dans un verre d’indice n=l,5 et arrive sur la surface de 
separation avec Fair sous une incidence de 35°. 

1 . Tracer la marche du rayon lumineux 

2. Calculer Tangle de refraction. 

3. Calculer Tangle de reflexion totale 
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Corrigee de Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2009-2008 FSSM 
Question de cours : 

1. Un dioptre plan est l’ensemble de deux milieux inegalement refringents separes par 
une surface plane. 

2 . 



Relation de conjugaison du dioptre plan .— = — => HA' = — HA 

Tli 712 n l 


Le chemin optique L : L= (AA’) = (AI) + I A’ 

On a 


HA ^ HA' 

cos u = — wet cos b — 

AI A COS l 2 


L = 


HA HAr 


. . HI 

sin u = — 

1 AI 


COS l ± COS l 2 


sin l 2 = 


or rii sin i ± = n 2 sin i 2 


HI 

AH 


^ HI HI 

Done on a — = n ? = 

1 AI z AH 


COS U COS l 2 

n-i — = Ti 2 

1 HI z HAr 


T J . . 719 COS I 9 T r A 

HA =— ^-/L4 

Jl! COS 4 

3. Chaque point Objet reel A emet des rayons lumineux sur un dioptre plan ne 

convergeant pas vers une seul point Image A’ la position de l’lmage A’ ne depend pas 
seulement de la position de l’Objet A il depend aussi de Tangle d’incidence des rayons 
issue de TObjet A. 
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Done le dioptre plan n’est pas rigoureusement stigmatique. 

4. Pour des angles tres petits. on a : cos i — 1 

=> — = —pour des angles tres faible on peut realiser le stigmatisme approche. 

71 2 n l 

L’image ne depend que de la position de l’objet dans de cas des approximations de Gauss. 

Exercice 1 : 

1. a)- On a F’=F pour un miroir spherique. 


si on place un objet a l’infini son image sera situe au foyer F’= Acomme SA 


00 


1 1 

Relation de conjugaison : = + 


5/1 SA' SC 


siS/4 — > oo ; SF’ = 5/4’donc = + 0 = = 

SFi ^ SC 


SC 


sc 


5F’=— AN: SF’ = — = - 0,5m 

2 ~ 2 2 


b)- E : ecran , d= 5m , SE = - 5m = SA ’ 


112 

On a = + — = =(relation de conjugaison) 

SAf 5^1 5C V J b ' 


5^1 SC SAr 


2 SA — SC 
SC.SA 


0 » SC. SAf 

SA = 

2SA -SC 


SC = - 5m ,5/4’ = - lm 


AN : SA = ( 1} = - 0,5556m 

2(-5)+l 


y = grandissement : 


= _^ = _lil = . 893 «_ 9 

1 SA -0,56 
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c)- AB ? A’B’ ? y = +2 . 


QA 1 

y = - = = 2 ^>SA'= 2SA 

I C A 


Or: 



2 

SC 


1 1 _ 2 
2SA SZ ~ SA 


112 
=( 1 - - ) = = 
Sa v 2 ' SC 


=^> = ==524 = - = -0,25m. 

5/1 SC 4 

SA’ = + 0,5 Ech : 0,1m = lcm — 

100 






Exercice 2 : 

1- Construction geometrique de 1’ image de la fa 9 ade observee par l’oeil a travers le 
retroviseur. 
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2- La langueur B’C’ de l’image de la fa 9 ade de la maison observee par l’oeil : B’C’ = BC 
HX = 20m, AH = AH’ = 50cm = 0,5m 


Dans le triangle H’CX’ on applique la relation de Tallis on obtient 


HA' H'I AI 


AX' 1C X'C 


AX' 


Done X’C= Al .= Avec AX’ = AH + HX’= 0,5 + 20 = 20,5m 

Hi A f V 

20,5 


AN: X ’ C = 0,2. — = 8,2m 

0,5 


AI= 0,1m H’A = AH = 0,5m 
Exercice 3 : 

1. Construction : 


Done : L = B’C’ = 2.X’C = 8,2. 2 = 16,4m 



.n nr 


On a n > n’ or on a nsin(i ) = n’sin(r) => sin(i) — 

n 


sin i <sinr 1 < r 
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2. Calcul de 1’ angle de refraction r ? 


On a nsini =n’sinr 


n . 


sinr = — sint => r = sin 1 ( — sint) 

nr nr 


AN: i = 35° , n=l,5 , n’ = 1 =^r = sin _1 ( Ysin(35°)) = 59, 35 = 60‘ 

3. 1’ angle de reflexion to tale : 


Pour qu’on reflexion to tale il faut que 


n 

1 2 


■ -\ r 1 ■ TTx 

>i = i 2 = sin — sin-) 

z ^ 1,5 2 J 


i= 41,8 « 42 ( 


L’ angle de reflexion totale est done : 42 ( 


Bon courage. 
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Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2008-2007 FSSM : 


Exercice I 

Soit une demi-boule de verre d’indice n, centre C et de rayon R, baignant dans l’air. Un rayon 
lumineux AI tombe perpendiculairement sur la face plane et sort, apres avoir traverse le verre, par la 
face spherique en J (figure ci-dessous). 



1. Calculer le chemin optique (AA’) en fonction de AI, R, n, i et r. 

2. Y’a-t-il stigmatisme rigoureux ? Justifier votre reponse 

3. Calculer CA’ en fonction de R, i et r. 

a. Montrer, en utilisant 1’ angle limite correspondant a la reflexion to tale, que la position limite 

du point A'/ est: CA'i = — — avec l = arcsin(-). 

cos l n 

72 

b. Montrer que dans le cas de stigmatisme approche : CA! ^ j- 

Exercice II: 

A) On considere un miroir convexe de sommet S et de centre C tel que : SC = 4 cm. 
Determiner, par construction geometrique, les caracteristiques (position, nature et taille) de 
l’image A’B’ d’un objet AB dans les deux cas suivants : 

1) L’ objet AB et reel, de hauteur 1 cm, place a 2m du sommet S du miroir. 

2) L’ objet AB et virtuel, de hauteur 1 cm, place a 6m du sommet S du miroir 

Echelle : 1/100 sur l’axe des abscisses 

B) Un miroir concave de sommet S et de centre C, forme l’image A’B’ d’un objet AB sur un 
ecran place a 8m du sommet S. 

1) Determiner la position de l’objet AB ( SA = ?) 

2) Calculer le rayon de courbure SC et la distance focale de ce miroir. 

Donnees : AB = 1 cm et A’B' = —4 cm 

Exercice III 
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Soit un dioptre spherique convexe, air (n=l) / verre (n=l,5). De sommet S de centre C. son 
rayon de courbure est de 20 cm. On cherche a determiner l’image qu’il donne d’un objet AB de 
hauteur 1,5 cm. 


1) On procede d’abord analytiquement. Quels sont la position, la nature et le grandissement de 
1’ image si : 

a) L’ objet et reel situe a 20 cm de S ? 

b) L’ objet et virtuel situe a 10 cm de S ? 

2) On procede maintenant geometriquement afin de verifier les resultats precedents. 

a) Quels elements manquent-ils pour realiser la construction geometrique ? Determiner leurs 
positions. Deduire la nature, convergente ou divergente, du dioptre. 

b) Sur deux figures distinctes, construire l’image des deux objets precedents et verifier leurs 
positions et leurs grandissements (echelle : 1/10 sur l’axe des abscisses). 

3) Compte tenu des elements precedents. Peut-on, sans calcule ni construction geometrique, 
determiner la position de l’image des objets suivants (si oui, detailler votre raisonnement et 
preciser la position de l’image) : 

a) Si SA — —40 cm ? 

b) Si SA = +60cm? 

Correction de Controle N : 1 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2008-2007 FSSM : 

Exercice I 



1) Calcule du chemin optique (AA’) : 

On a (AA r ) = 1. Al + n. I] + l.JA' or dans le triangle droit IJC : cos i = — = — 

JC R 

I] — R. cos i 


On a 

B + i + cc — 

n 

(n — r) + i + 

a = n 

Done 

cos(r — 0 — 

HAr 

=> J A' = 

HAr 

JAf 

cos(r-i) 


On a 

tan(r — i) = 

Jh 

=> HA' = 

7 H 

HAr 

tan (r—i) 


a — r — i 
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~ . . JH 

Or sin i = — 
jc 


JH = R. sin i 


Done: JA' = 


HAf 


JH 


cos(r-i) cos(r-i) tan(r-i) cos(r-i) sin(r-i) 


cos (r - i) . ... 

-.R.sin(z) 


JA’ = 


ft.sin(i) 


sin (r-i) 


D’ou le chemin optique (AA’) est done : 


(AA') = Al + n. R. cos (i) + 


R. sin(i) 
sin(r — i) 


2) La position de A’ depend de Tangle i e’est-a-dire pour deux angles d’incidence differents on aura 

2 images differentes => on ne peut pas realiser le stigmatisme 

3) CA’ en fonction de R, i et r 


On a CA' = CH + HA' 


or 


HA!= -^- = 


R. sin i 


tan (r-i) tan(r-i) 


Et : CH = R.cos(i) 


CA' = R. cos(i) + 


ft. sin i 
tan (r-i) 


Ou bien : 


On considere le triangle CA’I 


ci 


CAr 


CA 


sin(a) sin(7r- a-(J) sin(7r-r) 


Cl 


CAr 


CAr 


sin (r-i) sin(7r- r) sin(r) 


R 


CAr 


sin(r) cos(i) -sin(i)cos(r) sin(r) 


CA' = 


ft. sin(r) 


nft 


sin(r) cos (i) - sll ^ r ^ cos(r) n cos(i) - cos (r) 


Les deux expressions de CA'sont valables et equivalents. 


a. Pour i -> l 

b. Pour i -> 0 


CA'i = 


nR 


R 


CA’ n = 


ncos(Z) cos(Z) 
nR 

n -1 


Done l’image est situee au segment[A' 0 , A' 2 ]. 


Exercice II 


Miroir convexe de sommet S et de centre C, SC = 4cm 


l = 


arcsin(-) 

n 


1) AB est reel de hauteur 1cm, place a 2 m du sommet S 
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B) 


_ A1B1 _ SAf 

' Y ~ AB ~ SA 

112 
2) On a = + = = = 

' SAf SC 


SA 

SC 


= -SA' 


AB 

A f B r 


— —2m 


^ SA * SAf 
L ~SA + SAi 


Exercice III : 


> SC = —3,2 m 
SC 

f = —= 1,6 m 


71 — 71 f 71 71 f 

1) Formule de coniugaison : = = — = 

’ J SC SAf SA 


a. Objet reel 
A 


=> 


=> 


=> 


SA = —20 cm 
i 


SAf 


SA' = 


— + 

— 

sc 

SA 

nr 


nf-n 

n 




SC SA 


n = 1, ri = 1.5, SC = 20 cm, SA — —20 cm 




(/ 
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AN : SA' — 60 cm 


Le grandissement a pour expression : 


nSAf „ 

Y = ~= = 2 

1 ruSA 


b. Objetvirtuel SA = + 10cm 
De meme 


SA' = 


nr 


n ,_ n n = 12 cm image reelle 

SC + SA 


2 ) 


nSA' 

y = = +0,8 

n'SA 


a. Pour realiser la construction nous avons besoin de connaitre les positions des foyers objet F 
et foyer image F’ 


On a 

10 * 
£ 

II 

= — 40cm 

Et 

|<o 

|co 

Pi 

II 

Co 

= 60 cm 


nr-n 



b. le dioptre est convergent : 


Les constructions sont en accord avec les calculs 
3) Obj et particulier 
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a. Si SA = —40cm on a alors A = F 


L'objet confondu avec le foyer done l'image a Tinfini SA' -> oo 


b. Si SA = 60cm on a alors l'objet place au foyer image ce n'est pas une position 
particuliere done on ne peut pas conclure 
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Controle N : 1/2 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2004-2005 FSSM : 

Question de cours 

Enoncer le principe de Fermat 

1) Deduire, du principe de Fermat, le trajet de la lumiere dans un milieu homogene d’indice n 

2) Definir le stigmatisme rigoureux et donner un exemple de systeme optique rigoureusement 
stigmatique. 

3) Soit un dioptre spherique de centre C et de sommet S qui separe deux milieux d’indice 
respectifs n et n’ 

a- Rappeler la relation de conjugaison avec origine au sommet pour un couple (A, A ) 

b- En deduire les expressions des distance focales f et f en fonction de n, rt et SC 

c- Peut-on avoir / = /' ? Justifier votre reponse. 


Exercice 1 

On considere une lame de verre a faces paralleles, d’indice n = 1,5 et d’epaisseur e = 2 cm placee 
dans un milieu d’indice de refraction egale a E 

1) Un rayon lumineux SI (Venet d’une source S) tombe sur la lame en un point I sous un angle 
d’incidence i = 45° 

a- Calculer la valeur de 1’ angle de refraction r a l’interieur de la lame, 
b- Determiner 1’ expression du deplacement lateral A que que subit le rayon incident SI lors 

de la traversee de la lame. Calculer la valeur de A 

2) On suppose que la lame verifie les conditions d’ approximation de Gauss. Soit A un point 
lumineux situe a 4 cm de la premiere face de la lame (Voir figure 1) 

a- Construire geometriquement l’image A de A donnee par la lame. En deduire sa nature 
b- Determiner AA dans les conditions de 1’ approximation de Gauss (faire la demonstration). 
Calculer la valeur de AA'. 
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Corrigee de Controle N : 1/2 optique 1 Filiere SMPC/SMA 2004-2005 FSSM 
Question de cours 

Enonce du principe de Fermat : 

Le trajet suivit par les rayons lumineux pour aller d’un point M 1 vers un point M 2 est celui pour 
lequel le chemin optique est extremum « dl = 0 ». 

Pour aller d’un point a un autre, la lumiere suit le trajet dont le chemin optique est extremal -> 
le trajet est tel que la duree est extremale. 

1. L = n dl 

JAR 



2. Soit un point objet A qui envoi des rayons lumineux sur un systeme optique S. Si tous les 
rayons sont arts du systeme S passant par un seul point A. On dit que S est alors 
rigoureusement stigmatique pour le couple de points conjuguee A et A. 

Exemple : miroir plan, les lentilles. 

3 \ ^ j 

1. Relation de conjugaison d’un dioptre spherique. 

D’origine au sommet 


n' n n' -n 


CA ' SA CS 


2. Le foyer objet f est un point defini quand l’image est a Pinfini, c.a.d. A a l’infmi 

(n' — n) 


n 


CS 


CS 


= (0) — = =>f = SF = n 

SF (n — n ) 


7T C2) 


Le foyer image F’ est un point image tel que l’objet est a l’infini 

in' — ri) n' 


N , n'.SC 

— = = - (0) => /' = SF' = — 

CS SF' 1 (n'-n) 


3. D’apres (1) et (2) ^7 = jj = ~^ 
Pour n — n f — —f f 
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Exercice I: 



1 . 


1. D’apres la loi de Scnell — Descrat : 


„ . ... ... ... sin(i) . f sin(i) 

1 sin(i) = n sin(r) => sin(r) = => r =^arcsin 


AN : 


r = arcsin 
2 


n 

sin(45) 


n 


1,5 


= 28,12 


On a cos (r) = - => A= — = — - — - = 2,267 

A cos (r) cos(28) 


2 . 


1. Construction geometrique de l’image A’ de A donnee par la lame (voir figure 1) 
Nature de 1’ image : virtuelle 


La face D ± donne 1’ image A” ( A 


A”) voir figure 1 
HA" HA 


n 1 

La face D 2 donne 1’ image A ' (A’ => A) 

H'A' H'A" 


n 


=AH + HH' + H'A' =11 


H'H H'A" H'H 

On a A'H' = + = + HA 


n 


n 


n 


2424' = AH + HH' + H'A' = AH + HH' + HA + 


H'H 


= HA + AH + HH' + 


H'H 


n 


n 


2424' = HH' = ^1 - -J or : HH' = e 
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Alors : A A' = e 

( 1 5 — 1 \ 

15 J = —0,666 cm ( la signe moin car V image est virtuelle ). 

Exercice II 

1. les applications des approximations de Gauss sert a simplifier les formule et rendre les 
calcule simple. 

2. Miroir spherique convergent (concave) 

a. On a la relation de coniugaison : 

2 11 2 1 ^ 

V image a V inf ini ^ = — 


SC SA + SA’ 


SC 


SC 5^4 


SA= — = f 


Done l’objet doit etre place au foyer du miroir 


\/ 



b. 



c. L’image est reelle situe a l’infini agrandie par rapport a AB et renversee (sens appose de 
l’objet) 

d. Calcule de la position de l’image 
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2 11 

Formule de conjugaison : = = = + == 


1 _ 2 1 
SC SA SA' Ja 7 ~ SC SA 


SC *SA 


SA ' = 


2SA - SC 


AN : SC = -20 Cm et SA = -10 Cm 


= (- 10 ),(- 2 0 ) = ^ 


2 (- 10 )— ( 20 ) 

L’ image situee a 1’infi n i 

4. Pour obtenir l’image renversee, je fais rapprocher l’objet du miroir 



SA’ 


3. On a r — — avec SA' — —0,5 m = 50 cm et SA — —10 cm 


SA 


50 

^10 = 5 


Le grandissement T = 5 => 5 fois plus grand que l’objet 
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ALGEBRE : 


Controle N : 2 Algebre I Filiere SMPC- FSSM : 


Exercice I 


On considere l’ensemble F = {(x, y, z) E M 3 : x + y + z = 0}. 

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M 3 et en determine. 

2) Determiner un sous-espace vectoriel supplementaire G de F dans M 3 


Exercice II. 


On considere la matrice la matrice A — ( \ 


= ( 


1) Calculer A 2 en fonction de A et de / 2 ou / 2 = Q 

2) Montrer que pour tout M £ >f 2 (M.), MA 2 — A 2 M <^> MA — AM. 

3) Calculer A 8 . X \ 

Exercice III 

Soit B = (e 1 , e 2 , e 3 ) la base canonique de M 3 . Soit/l’endomorphisme de M. 3 defini par 
fM - (1,0,2), /(e 2 ) = (0,1,1) et /(e 3 ) = (1, -2,0) 

1) Soit ( x,y,z ) £ M 3 . Calculer /(x,y,z). 

2) Determiner une base de Ker(f ) et une base de 7m(/) . 

3) Montrer que Ker(f ) et /m(/) sont deux sous-especes supplementaire de M 3 . 

4) SoientUi = (1,1,1), u 2 = (1, — 1,0) etu 3 = (1,0,0). Montrer que B' = (1^,1*2,143) 
est une base de R 3 

5) Determiner la matrice de passage, P BB ', de B a B' et calculer son inverse. 

6) Determiner la matrice mat(/; S') de/par rapport a la base S'. 
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Corrigee de Controle N : 2 Algebre I Filiere SMPC- FSSM 
Exercice I. 

On considere l’ensemble F = {(x,y, z) 6E 3 :x + y + z = 0} 

1) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E 3 
/ On a (0,0,0) 6 F car 0 + 0 + 0 = 0 




F ± 0 

/ Soient u(x, y,z) E F et v(x', y', z') G F 

uEF->x + y + z = 0 
r£F-> x'+y'+z ' — 0 
u + v = (x + y + z) + (x'+y'+z') = 0 
= (x + x') + (y + y') + (z + z') = 0 
d'ou u + v G F 

Soit A G Ret u(x, y, z) G F 

Xu — A(x + y + z) = 0 
= (Ax) + (Ay) + (Az) = 0 
done Xu G F 


Conclusion F est un sous-espace vectoriel de E‘ 




Cherchons une base de F. 

On a F = {(x, y, z) G R 3 / x + y + z = 0} 

= {(x, y, z) G R 3 / z = -x - y] 

A y={(x,y,-i — y)/x,y£K} 

{x(l,0,l) +y(0,l,l)/x,y G E] 

= vect{(l,0,l), (0,1,1)} 

Soient a etfd G E a(l,0, —1) -I- /?(0,1, —1) = (0,0,0) 

=> (a,0,-a) + (0,/?,-/?) = (0,0,0) 

' a + 0 = 0 

=» ■ 0 + /? = 0 =$ a = (3 = 0 
.—a — (3 = 0 

Done {(1,0, —1), (0,1, —1)} est libre et par la suite {(1,0, —1), (0,1, —1)} est une base de F 


2 ) 


Determinons un sous-espace vectoriel supplementaire G de F dans M 3 soit G un 
sous-espace vectoriel de R 3 engendre par le vecteur w = (1,1,2) (choix). 

On a (x, y,z) E F si et seulement si x + y + z = 0 => z = — x — y Et (x, y, z) G G 
si et seulement si 2z = x = y done (x, y, z) G F n G si et seulement si x = y = z = 
0 d’ou F n G = {0} 



dimF+dimG=2+l=3=dimR 
FDG={ 0 } 



R 3 = F©G 
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(1 

l) 

f 1 

II 

N) 

II 

*) + ! 

r 1 

°) 

Vi 

0/ 

VI 

0/ VI v VI 
=> A 2 = A + U 

0/ 

^0 

V 


Alors G est un sous-espace vectoriel supplementaire de F dans M 3 

Exercice II. 

On considere la matrice A — (j" 

1) Calculer A 2 
On aA 2 = AA 


2) Soit M E M 2 (R) 
On a A 2 = A + I 2 

MA 2 = M(A + l 2 ) 

MA 2 = MA + MI 2 
On a MA = AM et MI 2 = I 2 M 
=> MA 2 = AM + I 2 M 
MA 2 = (A + 7 2 )M 
MA 2 = A 2 M 


On a A 2 = A + I 2 

=> A = -I 2 

MA = M(A 2 - I 2 ) 

= MA 2 - MI 2 

On a MA 2 = A 2 M et MI 2 = I 2 M 
=> MA = A 2 M - I 2 M 
= ( A 2 - I 2 )M 
MA = AM 


5 5 
3 2 


) 


f 5 

53 

(5 

5 ) 

_ (40 

35V 

V3 

2/ 

V3 

2/ 

V21 

19/ 


Finalement VM E >f 2 (R); MA 2 — A 2 M MA — AM. 

3) Calculons A 8 

On a i4 4 = A 2 A 2 = \) (J })-( 

Done A 8 = A 4 A 4 

Exercice III. 


Soit B — (e v e 2 , e 3 ) la base canonique de R 3 avec e 1 (1,0,0), e 2 (0,1,0) et e 3 (0,0,1) et soit f 
l’endomorphisme de R 3 defini par : 

f{ ei ) = (1,0,2); /(e 2 ) = (0,1,1) et f(e 3 ) = (1, -2,0) 

1 ) Calculons f(x,y,z ) 

Soit A la matrice de f dans la base canonique de R 3 et R 3 

e l e 2 e 3 

10 1 

0 1-2 
2 10 
1 0 1 \ /X\ / x + z 

f{x,y,z) = ( 0 1 -2 yU y-2z 

.2 1 0 / W \2x + y. 


' X ' 

f(x, y, z) = A ( y ) avec A = 

z 
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= 0} 


=> /(x,y,z ) = (x + z,y - 2z,2x + y) 

Ou bien /(x,y,z ) = xf(e t ) + y/(e 2 ) + z/(e 3 ) 

= x(l,0,2) + y(0,l,l) + z(l, —2,0) 

= (x, 0,2x) + (0 ,y,y) + (z, -2 z, 0) 

/(x, y, z) = (x + z, y - 2z, 2x + y) 

2) Base de ker(f ) 

On a Ker(f) = {(x,y,z) 6 R 3 //(x,y,z) = 0 M s} 

/ x + y \ /0V 

= (x, y, z) 6 R 3 / 1 y — 2z J = I o ) 

\2x + y/ \0 A 

Tfer = {(x, y, z) e R 3 /x + z = 0 et y — 2z = 0 et 2x + y 
= {(x, y, z) G R 3 / x = — z et y = 2z} 

= {(— z, 2z, z) /z G R} y' 

= z(- 1,2,1) 

= uect{(— 1,2,1)} ^ \ ^ 

Done (—1,2,1) est une base de Ker(f ) et dimKer (/) = 1 
' Base de 7m(/) 

Soit (x',y',z') — > 7m(/) => 3(x,y,z) G R 3 telque f(x,y,z) — (x',y', z') 
f x + z = x' 

y — 2z = y' => 2x' + y' — 2x + 2z + y — 2z 
,2x + y = z' J 

— 2x + y 
* = z'j 

Done : 2x' + y' — z' 

7m(/) = {(x', y', z') G R 3 / 2x' + y' = z' } 

= {(x', y ', 2x^ + y')/ x', y ' G R } 

= (x'(l,0,2) + y'(0,l,l) / x',y' G R} 

= vect{(l,0,2), (0,1,1)} 

Done {(1,0,2), (0,1,1)} est une base de 7m(/) et 7m(/) et dim lm(f ) = 2 


3) On det{(- 1,2,1), (1,0,2), (0,1,1)} = 


4) 


= -1 


- 1 


2 1 
1 1 


+ 0 


-110 
2 0 1 
12 1 

2 0 


1 2 


0 1 
2 1 
= 2 — 1 = 1*0 

done Ker(f) + dim 7m(/) = 1 + 2 = 3 = dimM. 3 
d'ou Ker(f) et Im(f ) sont deux sous — espace supplementaire de R 3 
SoientUi = (1,1,1), u 2 = (1, — 1,0), u 3 = (1,0,0) 

Montrons que la famille {u 1( u 2 , u 3 } est libre 

111 
1-10 
10 0 


/ 


= det(u 1 ,u 2 ,u 3 ) = 


=0-0+l=1^0 
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detB' ^ 0 =>/?' = est libre 

On a B' — (u 1 ,u 2 ,u 3 ) => dim B' — 3 = dimR 3 

Comme B' est libre et dim B' = dim R 3 alors B' est une base de R 3 

Ou bien : 

Soient a, (3 ety G R tels que au + f3u + yu — 0 E 3 

=> a( 1,1,1) + P(X, —1,0) + y(0, 1,1) = (0,0,0) 


(a, a, a) + (/?,-/?, 0) + (0,7,7) = (0,0,0) 

cr + /?+7 = 0-»0 + 0 + 7 = 0 

a-f3 = 0->0-fi = 0 => a - (3 - 7 = 0 

a — 0 AT 

Comme a — (3 — y — 0 alors B' est libre de plus dim B' = 3 = dim R 3 alors B' est une base 
de R 3 . 


5) La matrice de passage P BB ' 

1^2 ^3 

1 1 i\ e i 

0 e 2 

1 0 0/ e 3 


P B,B' ~ | l _l 


u x = (1,1,1) = e 1 -ke 2 + e 3 
u 2 = (1, -1,0) = e ± - e 2 + 0e 3 
u 3 = (0,1,1) = e ± + 0e 2 + 0e 3 


P B,B r ~ 



Calculons P B B / 

r Ul = ei + e 2 + e 3 (1) 

Onaj u 2 = e 1 -e 2 ( 2 ) 
l u 3 = ej_(3) 

(2) e 2 = e x - u 2 

> e 2 — u 3 — u 2 / u 3 = e x -» equation 

( 3 ) et ( 2 ) dans ( 1 ) u x — e 1 + u 3 — u 2 + u 3 => e x — u x + u 2 — 2 u- 


( 3 ) 


(e 1 = u ± + u 2 — 2u 3 
e 2 - -u 2 + u 3 
e 3 = u 3 



( 1 , 1 , - 2 ) 
(0,-l,l) 
= (0,0,1) 



e 2 

e 3 


0 

°\ 

u ± 

-1 

0 

u 2 

1 

1/ 

u 3 


6) Determinant la matrices mat(/, B ') 

On a mat(f,B') = P~ B ,.mat( < f,B).P BB , 
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/ Oi) /0 2 ) /0 3 ) 

Avec mat (/, B ) = J 1 -2 2 

2 1 0 e 3 

/I 0 0\ /I 0 1 \ /I 1 1\ 

Done la matrice mat(f,B ') = I 1 —1 0 J ( 0 1 — 2 J ( 1 —1 0 J 

V— 2 1 1/ \2 1 0/\l 0 0/ 
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ALGEBRE I FlLIERE SMPO FSSM : 


Controle rattrapage 


Exercice 1 

On considere l’ensemble T — {( x , y, z) G R 3 ; 2% — y + z — 0 } 

1) Montre que T est un sous-espace vectoriel de M 3 . 

2) Determiner une base de T . 

3) Soient u = (1,1,1) et G = vect(u). Montre que T®G = R 3 . 

Exercice 2 

Soit / l’endomorphisme de M 3 dont la matrice par rapport a la base canonique 
B — (e lt e 2 , e 3 ) de M 3 est donnee par : 



1 ) Calculer / (x, y, z)pour(x, y, z) G M 3 . 

2) Determiner une base de ker(/) et la dimension de /m(/). Soient u ± — (0,0,1), 

u 2 = (1,-1, 1) etu 3 (2, -1,0). W 

3) Montrer que la famille B x (%, u 2 , u 3 ) est une base de M 3 . 

4) Determiner la matrice de passage P de B a B t et son inverse P -1 . 

5) Determiner la matrice A 1 de / par rapport a la base B 1 . 

Exercice 3 

On considere la matrice : 


/I 1 0\ 

A = 0 1 1 

Vo o i/ 

1) Determiner la matrice B telle que A — B + I 3 ou / 3 est la matrice unite d’ordre 3. 

2) Calculer B 2 et B 3 . 

3) Calculer A n pour n 6 N*. 
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Corrigee de Controle rattrapage Algebre 


Exercice 1 


On considere 1’ ensemble, T = {(x, y, z) 6 R 3 ; 2x — y + z = 0 } 


1) Montrons que T est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

• T =£ 0 car on a (0,0,0) 6 R 3 =>2*0 — 0 + 0 = 0 

• Soient u(x,y,z ) G F et v(x',y',z') G F 
u G F => 2x — y + z = 0 

v G F => 2x ' — y' + z' — 0 

u + v = ( 2x — y + z) + (2x' — y' + z') = 0 
2(x + x') — (y + y') + (z + z') = 0 

D’ou u + v G F. 

• Soit A G let u(x, y, z) G F 

Xu = X(2x — y + z) = 0 ^ 

= (2Xx — yX + zX) = 0 

Xu G F 

Conclusion : / est un sous-espace vectoriel de M 3 . 


2) Determinons une base de F 
On a : F = {(x, y, z) G R 3 /2x — y + z = 0 } 

= {(x,y,z) G R 3 /z = — 2x + y] 
= {(x, y, — 2x + y) G R 3 /x, y G R} 

= yect{(l,0, —2), (0,1,1)} 

Soient a ,/? Gl tels que a(l,0, —2) + /?(0,1,1) = (0,0,0) 

a(a, 0, — a ) + (3(0, (3, /?) = (0,0,0) 


a = 0 
/? = 0 
— 2a + (3 


= 0 


a — (3 — 0 


Done : { (1,0, —2), (0,1,1)} est une base de F et dim F — 2 . 


3) Montrons que!F © G = M 3 . 
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Soit (x, y, z) E F => 2x — y + z = 0 
Et (x,y,z) E G => x = y = z 


Soit (x, y, z) G F n G 


2x — y + z — 0 
x — y — z 


2x — x + x — 0 
x = y = z = 0 


Done : F n G — (0,0,0)et + dimG = 2 + 1 = 3. 

D’oxx : T®G = M 3 . 

Exercice 2 

Soit f l’endomorphisme de M 3 dont la matrice par rapport a la base canonique 
B = (e 1; e 2 , e 3 ) de E 3 est donnee par : 

/2 1 1 
A = 0 -1 1 

\3 1 2 

1 ) Calculons f(x, y, z) 

(x,y,z) E f => f(x,y,z ) = ar/fo) + y/(e 2 ) + z/(e 3 ) 

Avec : /(e,) = (2,0,3) ,/(e 2 ) = (1, -1,1) et /(e 3 ) = (1,1,2) 


f{x,y,z ) = x(2,0,3) + y(l, —1,1) + z(l,l,2) 
= (2x, 0,3x) + (y, -y, y) + (z, z, 2z) 
= (2x + y + z , — y + z , 3x + y + 2z) 


2) Base de ker(f) 

On a : ker(f ) = {(x,y,z) £l 3 / /(x,y,z) = 0} 


— {(*> y. z) G R 3 /(2x + y + z , — y + z , 3x + y + 2z) = (0,0,0) 
{(x, y, z) £ I 3 / (2x + y + z = 0, — y + z = 0, 3x + y + 2z = 0) 

V 


■y 

A 


^ ' Y ' V - 

B 


■y 

C 


B => z = y et B dans A=>2x + y + y = 0=>x = — y 
■=> x = — y = — z 

Done : /cer(/) — {(x,y,z) £l 3 / x = — y — — z} 
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= {(x, —x, — x) / x G M.} 

= vect{{ 1, — 1, — 1)} dimker(f) = 1 

{(1,-1,-1)} est une base de ker(f) 

• Dimension de /m(/) 

On a : dimW . 3 = dim kerf(f ) + dim 7m(/) 

=> dim lm(f ) — dimM? — dim kerf(f) — 3 — 1 — 2 


3) Montrons que B ± est une base de M 3 
Soient a,(3,ety G R tels que au ± + f>u 2 + y u 3 — 0 

=> <*(0,0,1) + P(l, -1,1) + 7(2, -1,0) = (0,0,0) LJ ' 

=> (0,0, a) + (/?, -f3,p) + 7 ( 27 , - 7 , 0 ) = (0,0,0) 

=> (0, /? + 2y , 0 — /? — y,a + /? + 0)' = (0,0,0) 

P + 27 = 0 ( 1 ) 

—p — y = 0 (2) => a = p = y = 0 
<x + — 0 (3) 

On a la famille B 1 est libre, de plus dimB 1 — 3 — dimM. 3 alors B ± est une base deM 3 

4) La matrice de passage P de B a B ± 

On a % (0,0,1) = 0e 1 4- 0e 2 + e 3 

u 2 = (1, -1,1) = e 1 - e 2 + e 3 
u 2 - (2, -1,0) = 2e 1 - e 2 + 0. e 3 

0 12 

P = 10 -1 -1 

110 


La matrice inverse P 


-1 . 


“l = e 3 (1) 

Ona:{u 2 = e x - e 2 + e 3 (2) 
u 3 = 2e ± - e 2 (3) 


L’equation (3) e 2 — 2e ± — u 3 

L’equation (2) e 2 — e t + e 3 — u 2 — u t + e t — u 2 

Alors : (3)-(2) => e x — — u 2 + u 3 

L’equation (3) => e 2 — 2 u x — 2 u 2 + u 3 
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' e 1 — u 1 

-u 2 +u 3 

( 1 

2 

1\ 

Done : 

e 2 — 2w-^ 

— 2 u 2 + u 3 => P _1 1 

-1 

-2 

° 


e 3 

= u x ' 

V 1 

1 

0 / 


5) La matrice A x de / par rapport a la base B ± 

/ 1 2 1 \ /2 1 1 \ /0 1 2 \ 

Ona:A 1 = P~ 1 .A.P = -1 -2 0 0 -1 1 0 -1 -1 

V 1 1 0 / \3 1 2/ Vl 1 0 / 

/I 2 1\/1 2 3\ / 5 10 10\ ^ 

= -1 -2 0 1 2 1 = -3 -6 -5 

V 1 1 0/ \2 4 5/ V 2 4 4 / T 

/ 5 10 10\ Vj 

Done : A x — I — 3 —6 —5 ) 

V 2 4 4 / % 

Exercice 3 

1) Determinons la matrice B 

/I 1 0\ /I 0 0\ /I 0 0\ ^ /0 1 0\ 

On a : = I 0 1 1 = 0 1 0 + 0 1 0 = B + / 3 avec B = 0 0 1 

Vo oi/ Vo o o/ Vo o 1/ Vo o o/ 

/0 1 0\ /0 ^ 1 0\ /0 0 1\ 

2) On a : B 2 — B.B — io 0 10 0 1 = 0 0 0 

Vo 0 0/ Vo 0 0/ Vo 0 0/ 

/OaJo 1\ /0 1 0\ /0 0 0\ 

ET : B 3 = B 2 . B = 0 0 ^0 0 0 1 = 0 0 0 

Vo o > 0/ Vo o o/ Vo o o/ 

3) On a : A = B + I 3 

n 

=> A n = (B + l 3 ) n = V C n k B k I 3 ~ k 

k-1 

2 2 

=* a u = y c k B k i 3 ~ k + y c k B k i n ~ k 

k = 1 k = 3 

Pour k=3 on a: B 3 = 0 
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Calculer les integrales suivant : 


Jo 


1 dt 


i; 


L 


a+t) 2 ' 

2 x 3 dx 

(1+x 4 ) 2 ' 

-1 dt 


Ji 


2 tVF+T 


2 dt 


t(l+ 1) 

2 Lo,g(H-t) 


/; 
/i 


t 2 

X 


x 2 +2x-3 


dt 

dx 


ANALYSE : 


Exercice 


On pose pour tout entier naturel n non nul, 


I n = I x n e X dx 


1) Montrer que 7 n existe et est un nombre strictement positif. 
Calculer 


2) Demontrer que, pour tout n de N, I n+1 = — + (n + 1 )I n Calculer alors I 2 et I 3 

'i 

3) En deduire la valeur de I n = J (— x 3 +2x 2 — x)e~ x dx 

4) Calculer les integrales : 


x“ / 1 x 4 +1 

j Arctgxdx ; I — g — — ax et I cos*xsin z xdx 

0 1 "r X Jq X t 1 Jq 


n 

4 
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Corrigee : 


> Calcul : / = f 


1 dt 


0 <i „ y °" P° St J = fo ^ = \- ArCt S f] J = 7 


On calcule l’integrale/ par integration par partie 


'll — 

On pose :-j 1 +t 2 

v' = 1 


u — — 


2 1 


(1+t 2 ) 2 

V — t 


Alors J = / 0 1 ^= [u-v']l~ u'vdt 


0 Jo 


1 rl 
+ 2 


t 2 dt 


1 

= 2 + 2 


Li + 1 2 \ o J 0 (l + t 2 ) 2 

1 t 2 + l-i 
o (1 + t 2 ) 2 * 

4 1 


1 

= 2 + 2 


1 t 2 + l r 1 
o (i + 1 2 ) 2 dt - L a + to 2 


dt 


l r 1 l r 1 ^ l 

= 2 + 2 j 0 (l + t 2 ) 2 ^'©! (l + 1 2 ) 2 


dt 


J =|+2;-2/ 


2/ = 2 +7 


or 


; = 


o 


1 dt 7T 

1 + t 2 “ 4 


dt In 

(i + ty~ 4 + 8 


> K 


2 x 3 dx 


(1+x 4 ) 


4^2 


on pose :u = x 4 => du = 4 x 3 dx 


Quand x = 1 


u = 1 


et 


x = 2 


u = 16 


x 3 dx 


16 


du 1 f 16 d(l + u) 
'i (1+x 4 ) 2 J 1 4 ' (1 + u) 2 ~ 4J 1 (1 + it) 2 


1 

4 LI + u. 


16 _ 15 
1 _ 136 


^ f-1 dt _ f-1 dt 

—2 tVF+T - J- 


2 


=-/: 


-1 dt 


2 ^ h+jt 


On pose : u = ^ => du — — j^dt. | 


t = -2 


u = — 1 


u = — 

2 
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-i 


dt 


-l 


du 


-2 tVFTT J- 1 VT + u 2 


— [ Argsh(x )] 


-l 

1 


Argsh(— 1) — Argsh(—~) 


Argsh f-j — Argsh(l ) 




2 dt 


t(l+t) 


On a 


t(l+t) t 1+t 


2 dt f 2 1 f 2 1 2 2 

= 1 — dt + I dt = [ Log(t )] + [Log |1 + t|] 


^ t(l + t) J 1 t 


^ 1 + t 


— 2Log2 — Log 3 — Lot? ( — 


A Calcul de 


2 Log(l+t) 


dt 


On fait une integration par partie 


On pose : 


u = Log( 1 + t) 


v' — 


l+t 



Log(l + t) 


dt — — 


Log(l + t) 


dt 


2 C 

i A la +0 


= 


8 


V27 


^ rO X j 1 rO 2X 1 rO 2X + 2 j rO 1 , 

> „ ax = - , ax = - , ax — I ax 

J-l r47r-^ ^ 2 X 2 +2x-3 2 J “lx 2 +2x-3 X 2 +2x-3 


1 rO 2x 


0n a /-! i 2 .7 r -i dx = /-I {X ZZ-^ dx = ^ L °d( x2 + 2x- 3)] \ = Log (2) 


0 (x 2 +2x— 3)' 


x 2 +2x-3 


x 2 +2x-3 


0 


x 2 + 2x — 3 


l l r° l 

dX= (x + l) 2 - 4 dX = 4j_ 1 (1 lly _ x 

V 2 ' 


dx 


u = 


x+1 


On pose : , 1 

du — - dx 


x — — 1 => it = 0 
x — 0 => u — - 

2 


-1 


1 1 f 2 2 du 

dx = — I 

x 2 + 2x — 3 4 Jr, u 2 — 1 


1 

2 



1 




On pose sin(x) = u => cos (x)dx = du 
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0 


, _ 1 x 2 + 2x — 3 


1 1 r sin y cos(x) dx 

dx — — I . .. . -or sin (x) — 1 = — cos 2 (x ) 


o 


sin 2 (x ) — 1 


1 r sin y cos(x) dx 

2 J 0 - cos 2 (x ) 


sin 


( 2 ) dx 1 sin(-) 

= -n[tg(x)] 2 


cos 2 x 2 


0 


> I n = f* x n e X dx 

1) -la fonction x x n e~ x est continue sur [0 ,1] done integrable. On a de plus 

Vxe[0,l] x n e~ x > 01’integrale sur [a, b] (avec b>a) d’une fonction continue > 0 sur 
[a, b] non identiquement nulle est strictement positive 


VxeN*I n > 0 


I n — L 1 x n e X dx : Integration par partie 


_ „—x 


u — xetv — e 


u' — 1 etv — — e x 


On a: 


1 x 2 


0 


1 + x 2 


Arctgxdx — Arctgxdx 


-1 


1 1 


1 + x 2 


Arctgxdx 


f 1 Arctgx f 1 1 In 

I — 7 rdx= Arctgxd(Arctgx) = -[(Arctgx) 1 „ = 

Jn 1 + X 2 Jn K V 2 0 


32 


Pour calculer J Arctgxdx, integrons par partie u = Arctgx, dv = dx 


On obtient 


1 A. rl 

Arctgxdx — [x Arctgx] — 


0 


x n 1 In !~ 

„ , -dx = — — — [Loo(l + x 2 )l „ = — — LooV2 

0 J Q 1 +x 2 4 2 L " J 0 4 y 


D’ou 


1 x 2 


n* n r- 

_ Arctqxdx — — + — — Loqv2 
1+x 2 " 32 4 w 


> C —j— dx 

J 0 x 6 +l 


On decompose la fonction rationnelle en elements simples. 
On ax 6 + 1 = (x 2 ) 3 + 1 = (x 2 + l)(x 4 — x 2 + 1) 



Etx 4 — x 2 + 1 = (x 2 + iy — 3x 2 — (x 2 — a / 3 x + l)(x 2 + V3x + 1) 
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D’ou 


x 4 + 1 Ax + B Cx + D Ex + F 

+ = + 


x 6 + 1 x 2 + 1 x 2 — a/3x + 1 x 2 + y[3x + 1 


x 4 +l 


La fonction x —> — — est paire. De l’unicite de la decomposition il resulte 


A = 0. 


C — —EetD — F 


Multiplions par x 2 + 1 et on met x = i on obtient B = - 

Les valeurs x = 0 et x = 1 donnent 2 F = - et 2 F + CV 3 = d’ou 


F = -etC = 0 


II en resulte 


1 x 4 + l 2 r 1 l l ^ 

dx = - — r dx + — 


dx 


o 


x 6 + 1 


3 Jq x 2 + 1 


6J "(*-f) a +; 6J ° (*+#)'♦; 


o 


1 rl 
+ - 

0 


dx 


1 x 4 + 1 n 1 *V V3 1 1 V3 1 

dx = — + — x 2 [Tlrct.g 2 (x — — )] +-x2 [Tlrct.g 2 (x + — ] 


o 


x 6 + 1 


6 6 


2 0 6 


2 J 0 


n 1 M V3 / V 3 

= 6 + 3 ^ rct<g “ y) + i4rct ^ 2 ( 1 “ -y) 


On a 


1^1 r- V3 

7=- = F = 2 - V3 = 2(1 - — ) 

2(1 + — ) 2 + V3 2 


DeVxeR* ,Arctgx + Arctg Q) = |Ondeduit/ ( 


lx 4 +1 


7T 


n , dx = - 

0 x 6 +l 3 


7T 


cos 4 xsin 2 xdx 


Les exposants de sinxet cos x sont pairs. On doit done lineariser. 


sin 2 x — 


1 — cos 2x 


cos 4 x — 


1 + cos 2x 


1 1 + cos 4x 

= — [2 + 2cos 2x H ] 


D’ou 
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sin 2 xcos 4 x — — [1 — cos2x][3 + Acos2x + cos4x] 


— 3 + cos2x + cos 4x — 2(1 + cos4x) — — (cos6x + cos2x) 
16 L 2 


C’est-a-dire 


sin 2 xcos 4 x — 


cos 2x 1 

^ , 1 H cos4x — —cos 6x 

16 L 2 2 


On en deduit 


n 

4 


1 n 1 

cos xsin xdx 

16 l 4 3 j 
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Exercices: 


Calculer les limites suivantes 
1/ lim n ( 


1 + — +••• + —) 

n+nj 


2/ lim 
3/ lim 
4/ lim 


,n + 1 n+2 

1 


n ^°° 4n 3 


tit (1 + 3 2 + I- (2n — l) 2 ) 

l.i. ,i 


( 


+ 


n_>00 VVn2+T 


+ ••• + 


) 


Tl—>oO 


1 / 1 
w V \/ri 3 + 


+ 


Vn 3 +l 2 n Vn 3 +2 2 n 
5/ determiner la valeur moyenne de 

tanx Entre - et - 

6 3 


Vn 2 +n 2 . 

+ •••+ 3/ / =) 

Vn 3 +n 2 n/ 


Exercice 1 : 


7/ 


on a 


1 +•••+ 1 


ill 

IT "I" 


n+1 n+n n n (l+l) n(l+^) 


+ ••• + 


K) 


n 



C’est la somme de Riemann Relative a la fonction fix) = — et la supdi vision 


1+X 


a n = { 0, 


< 


/(x) Est continue sur [0,1] 

, 1 b-a 

On a - = 

n n 

Ronr a — 0 
b — a = 1 
■=> & = 1 
a = 0 Et 6 = 1 
v [a,b] = [0,1] 


lim 


n— >oo 


liVTL n ^ ?f ( ^ +1 + 


( 


+ 


+ +)=^t© 

+ +) = W 1 + ")]» 

= In 2 


= f 

J o 


l l 


dx 


1+X 

ln(2 ) — ln(l) 


*/ u n = J T (l + 3 2 + -+(2n-l) 2 ) =- , 

n 4 n 3 v v ' y n (2n) 2 


* 


(1 + 3 2 + — I- (2n — l) 2 ) 
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= -(( ~) 2 + (— ) 2 + ••• + 

n \\2 nj \2 nj \ 2 n J 

\ ' 

b-a 


X 


n 


C’est la somme de Riemann Relative a la fonction fix) — x l et l a subdivision (Tj — 
fix) Est continue sur [0,1] 


2t — 1 

2 n 


lim n U n — L x 2 dx — 


X' 


-,1 


L 3 J 0 3 


3 / On cl U n — 7 = H — ; ^ + • • • + 


Vn 2 + 1 Vn 2 + 2 2 


Vn 2 +n 2 


1 1 

+ - + 


TV 


( 1+ ^) 


n 2 1 H T - 


?v 


11 1 

+ , ^ +-+ , = ; Vn > 0 


nJl+ (^) 2 n J l + Q ) 2 


n\ 1+ 


© 


1 

n 


Zr-a 


n 


i+ © 

/ 

X 


+ 


1 + 


0' 


+ ••• + 


i+ 


©■ 


C ’est la somme de Riemann Relative a la fonction f (x) = , e/ la subdivision Oi = 

fo,-,- -] 

Inn nj 

fix) Est continue ,swr[0,l] 


lim n ^ U n = Um^YZ = if(^) = s/i (x)]J 

On a Arg sh. (x) — log(x + Vl + x 2 ) (cours) 


lining, U n = [ log{x + Vl+x^)] = Zo,g(l + V2) — log(sfl ) 
lim n ^ a, i/ n — /og(l + a/2) 


-#/ On a 14 = - f 3 1 + 

" n \ vn 3 +1 2 n 


Vn 3 + l 2 n Vn 3 + 2 2 


+ — + 


n 


n 


Vn 3 +n 2 n 


) 


n \ 3 


n 3 (l+i^ 3 /n 3 (l+ ± o- 


7V 


?v 


+ — + 


n 


3 ^n 3 ( l+^j 
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11 1 + i +...+ 

n 'nMS 2 


x 


n 





I 


71 


+ 


2 n 

n i i n 


nl3, <) 2 3 Ms 2 


+ ••• + 


3, <) 2 


b-a 


n 


X 


C ’est la somme de Riemann Relative a la fonction f (x) = 


La subdivision a „ = { 0, -} 

n n nj 

f{x ) Est continue ,snr[0,l] 


x 


77 


et 


1+X' 


limn -oo Ki = Um ^Lk=of Q = = / 0 

n^coTL \ru U VV 1+x 2 k. u 


1 xdx 


Va/i+x 2 0 (l+x 2 ) 1 ^ 

On pose U = 1 + x 2 -* dU = 2xdx et t/ = 1 + x 2 -» x = Vt/ — 1 


Les bornes 


(x = 0 

lx = 1 


x = 0 -» U = 1 
-» U = 2 


j t y r» j t dU dU 

; au — 2 xdx ax = — = 


2x 2yJU-l 


■=> r 1 

Jn 


xdx 


f 2 VC/ - 1 . dU r 2 dU 1 f 2 ..± ... 

ir = Ji , i/ = Ji —it = ;Ji U3 du 

/* 1 / 3 1 2(7 / 3 2 J- 


0 (1+x 2 ) /3 Jl 2^ 


" yi+rVsj] 


l 2 

- 1 




i+ (x) 

= i r 2 1 / 2 / 3 

= ^ - l 2 /3) 
^(V4-i) 
lim n ^ rrj V n = f(V4-l) 


1 r& 


la valeur moyenne d’une fonction f sur [a, b] est le nombre c — — - f a f(x)dx 
On a done : 


n 


n 


1/ c ± - — fir tan xdx - - f„ 


6 r^sinx 7 

d — ax 


3 6 6 


71 ~ COS X 

6 
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On pose cos x = U -> dU — — sin x dx -> dx — 

7T j j TC 1 / 

X = - U = COS - = Yn 


-dU 


sinx 


n 


x = - -* U = cos 
6 6 


” = V3/. 


k ~ 7T rV? -sinxdx 7 r rV? dU 

* C 1 = 6 =jJv3/ -- = 


a/3' 


y 

V3 


■=> Cj. = -ln(— *2) = -In s/3 

1 n \ 2 / 7T 



Oh pose 


Exemple : I = f _ 


U= 1+x 2 -> 

■=> x = VZT^T 


A ; ’integration par changement de vanable 

x=l 2x dx 


x=0 1 +x 2 


dU — d( 1 + x 2 ) — 2x dx 


dU = 2x dx Avec x — s/U — 1 dx = 


dy 

2x 


dU 




Les bornes 


x = 0 -+ u = 1 + 0 2 = 1 
.x = 1 -> t/ = 1 + l 2 =2 

Remplaqons dans l ’integral 


, r u=ii4u^i 

/ = * 

J u=o 


dU 


U 2y/U-l 

^ I = In 2 — In 1 — In 2 


= JY = [Zn A/] 


On a 


x -» U = 1 

X p = gX 


Integration par partie 

Exemple : J—Cx.e x dx 

U 

V' = e 

^ J = [UV]l - Jq 1 U V dx 
^ Done J — [e x ]l — f^l.e x dx 
■=> / = (e 1 - 0) - [e*]J 
O / = ^(e 1 — e°) = e — e + l = l 


Primitive d'une fraction rationnelle 


h(x) — 


fix) 

g(x) 


Si g (x) admet des racines done on decompose en elements simple sur . 
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Exemple : I = J 


X 


X 2 ~l 


dx 


X 


X 


x 2 -l (x+l) (x-1) 


a Jj 

= E H + — - Avec E la partie entiere 


X+l x-1 


X 


X 


7i(x ) = 

(Si d °f (x) < d°g (x) on utilise la limite. Si non on fait la division euclidienne 


= = 0 


-n->oo x 2 


Pour trouver a : 


O+l )ft(x)= ^ =a+ O + 1) (£) 

1 -1 / 
Ponr x — — 1 -+ - = a + 0 -> a = -y^ 


Pour trouver b : 

(x — 1 )/i(x) = — (x — 1) , a , + & 


X+l 


(x+1) 


x = 1 l/? = b 


X 


1 + 1 


x 2 -l 2 (x+l) ' 2(x+l) 

■=> J ^ =lj^L +lj^L = -l n \x + 1| + 1/2 Zn|x - 1| + c 

J x 2 -l 2 J x+l 2 J x-1 2 1 1 / 1 1 

r r dx 

• / = I 

J x 2 +bx+c 

Si A= & 2 — 4ac > 0 => decomposition en elements simple surR 

On a x 2 + bx + c = x 2 + bx + - — — + C = (x + -) + c — — 

44 v 2 ) 4 


S = x + - -> dS — dz 

2 


On pose 


b- r r 

~ c 7 "> / = J 


ds 


* j=y 


4 

dS 


= J 


ds 


X 2 J [S 


(- )' 


S 2 +r 2 

= — artg (S) + c 


s 2 

^2+! 


+ 1 


Exemple : 

Calculer I = J 


X 


X 2 +X+1 


dx 


On n x^ + x + 1 — x^ + x + (— ) 

dx 


- - + 1 = (x + -) 2 + - 

4 V 2/ 4 


* Wr 2 ! 


KK 


On pose U = x + - -» dU = dx 


O / = J 


dU 


U z + 


= f 


dU 


|(f 2 +i 

4 \ 3 


= J/ 


dU 




On post X u=x -> dX = ^=dU -> dU = —dX 

V3 V3 2 
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■=> / = - j 

3 J 


\ 


3/ 2 dX 


x z +l 


_ 2V3 r dX 
~ 3 J 1+x 2 


On a X = -pU et U = x + - ^ X 

V 2 2 


^ Artg{X ) + c 

^ + 1 / 2 ) 


O / = ^-Artg ^=(x + l/2)] +c 


Primitives d'une fraction rationnelle en sin et cos. 


On pose U = cos x -> dU = —sinx 

Si ne marche pas, on fait generalement le changement de variable 

1 -t 2 . 2 1 


t — tan- 

2 


alors cos x = 


i+t- 


sinx = 


i+t- 


et 


dx = 


2t 


1 +t- 


Identites : 

cos 2 x + sin 2 x — 1 

sin 2x — 2 cos x sin x 

sin a . cos b = - ( sin(a + b) + sin(a — b)) 


cos 2 x = - (1 + cos 2x) 

sin 2 x — — (1 — cos 2 x ) 
2 ^ h 


1+ tan^x — 


COS 2 X 


Exemyle 1 : 

Calculer I = J cos s x.sin2x dx 
On a sin 2x = 2 cos x sin x 
I — f 2cos 4 . sin x dx 

On pose U — cos x -> dU — —sinxdx -> dx — 


I — 2 J cos 4 , sinx . — 
■=> = -2/ U 4 dU 


dU 


sinx 

= -2 


V- 

. 5 . 


+ C 


-1 


dU 


sinx 


Avec U — cos x -> I — 


2 5 

--COSX + C 


Exemyle 2 : 

Calculer J — / — 2 * dx 

J 1 +COS z X 

On a sin2x — 2 cos x sinx -> / = / 


2 sinx cos x 
1 +cos z x 


On pose U = cosx dU — —sinxdx 


—¥ 


^ j 2 f ^ s ^ nx r 

^ ^ l+f/ 2 sinx 


-2u.au 

l + U 2 


dx = 


-dy 


sinx 
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On pose 1 + U 2 = t — > dt = 2 U. dU 




dU = — 

24 


dt 

2yft—l 


* y = J 

Puisque t = 

Done J -- 


■=> i + u 2 = t 

— 2Vt— 1 dt r -dt 

* / - I = 

t 2yjt — l J t 

■ 1 + U 2 et U = cos x 
= — in( 1 + cos 2 ) + c 


— > 


u = ^JT ^ l 

Int + c 

-> t — 1 + COS 2 X 


Exemjjle 3 : 

Calculer I — - J 


dx 


1+sinx 


On pose 


t — tan- 

2 


—¥ 


dx = — + t 2 


sinx = 


2 1 


(1+t 2 ) 




2T 


1+t 2 

dt 


* 


1 + 


2t 


= -J 


2dt 


* 


O / = f — — = r 

J t 2 +2t+l J 

On pose 1 + t = U 

=i +c 


1 + t 2 
dt 


(1+t) 2 

-> dt = dU 


l + t z +2t 


4+^ 


Otz a U = 1 + t 
i 


et 


X 

t — tan- 

2 


X 


-» U — 1 + tan - 

2 


Alors I — 


x + C 
1+t an- 


Exemjjle 4 : 

Calculer J = J cos 4 x dx 
On a cos 4 x — (cos 2 x) 2 

O cos 4 x = - (1 + cos 2x) 2 = - (1 + 2 cos 2x + cos 2 2x) 


, avec cos 2 x — - (1 + cos 2x) 



= j (1 + 2 cos 2x + i (1 + cos 4x)) 


= 1(1 + 2 cos 2x + - + - cos 

4 v 2 2 

4x) 


111 1 

= - 4 1- - cos 2x + - cos 4x 

4 8 2 8 



3 1 1 

= - + - cos 2x + - cos 4x 



8 


8 


r 3 1 l 

/ = J (- + - cos 2x + - cos 4x)ax 
8 2 8 

/ 3 - ^ 1 r 

-dx + - cos 2 x dx + - \ cos 4x ax 

8 J 2 8 J 

/ I 

cos ax dx = - sin ax + c ) 

a 

r-K T 3 , 11-0 , 11 .. 

y=-x + -*- sm 2x + - * - sm 4x + c 
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3 1 1 

O J = - x + - sin 2x + - sin 4 x + c 

J 8 4 3 


Primitive d'une fraction rationnelle en xet V ax 2 + b + c 


' = / 


dx 


, avec A= d 2 — 4ac 


(Vax 2 +b+c) 

Si A> 0 on /wse V ax 2 + d + c) = (x — a)t 

Ou V ax 2 + b + c = (x — /?)t 


Avec a — 


-fr+VA 
2 a 




-b-V A 
2 a 


Si A> 0 on pase Vax 2 + b + c — + Va x ± t Si a > 0 

Ow d/en V ax 2 + 6 + c — xt ± y/c avec c > 0 Si a < 0 

Exemyle 1 : 

Calculer J = / 


dx 


x+Vx 2 +2x+2 

On pose yjx 2 + 2x + 2 = x + t 

O x^-+ 2x + 2 = (x + t) 2 = + 2 xt + t 2 

O 2x — 2xt = t 2 — 2 

t 2 — 2 


2x(l — t) — t 2 — 2 


-> x — 


«=> 


1 t 2 — 2 

X = - 


= -- (t + 1 -— ) 

2 V t-1/ 


2(1 -t) 


2 -(t+1) 

O dx = — - (l + . 1 dt 

2 V (t-1) 2 / 

x + Vx 2 + 2x + 2 = x + x + t=2x + t 

= f t + 1 — 7 — + t — t — 1 + 


t-1 


+ 4 


*/ = / 


dx 


= M(J + 


x+Vx 2 +2x+2 ^ 2 

1 r ( t-I) 2 + l (t-t) 


(t-D 2 


dt * 


-/+ 


) 


(t-i) 


■=> ; = 

2 2 J (t-i) 2 2-t 


* 


dt= ~~ j 


1 r (t-l) 2 + / 


2 J (t-7)(2— t) 


dt 


( [t-i) 2 +i 


t-i 


+ 


l 


(t-i)(2-t) (2-t) (t-/)(2-t) 


Decomposition 
en element 
simple 


t-/ t_ / 


2-t t-7 t-2 



1 r dt 


<=> j = -- f ~(i + —)dt = -f dt + -f 
J 2 3 \ t-lJ 2 J 2 J t-1 
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O J = t - + 1 -\n\t - 1| +c = ] -(t+ ln|t - 1|) + c 

Avec Vx 2 + 2x + 2 = x + t -> t — Vx 2 + 2x + 2 — x 
O J = “(Vx 2 + 2x + 2 — x + ln|Vx 2 + 2x + 2 — (x + 7)| ) + c 
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Chimie generale 


Extrait de l’examen juin 1979 FSSM 


a) Equilibrer la reaction suivante : 


b) 


C6H6 + 02 -> C0 2 +H 2 0 

A 25°C, l’enthalpie de combustion d’une mole de benzene liquide (C^Hf,) pour 
donner de l’eau et du gaz carbonique dans leur etat standard est : A H° 1 — 

—780,98 ^ Ca / mo le • Dans les memes conditions, l’enthalpie de combustion d’une 
mole de benzene gazeux pour donner de l’eau et du gaz carbonique dans leur etat 
standard est : A//° 2 = — 789,08 ^ ca ^/ mo i e - 

Quelle l’enthalpie de vaporisation du benzene a 25 °C ? 


(Juin 1979) 


Extrait de l’examen 1980 


Un volume de 10 litres de gaz (suppose parfait) est comprime de fa£on reversible et isotherme 
jusqu’a ce qu’il soit reduit au dixieme de sa valeur initiale. 

La temperature initiale du systeme est de 0°C et la pression initiale d’une atmosphere. 

a) Calculer le travail mis en jeu pour la decompression. 

Indiquer si le gaz foumit ou re 9 oit du travail. 

Donnees : R= 2 cal. mol" 1 . K" 1 

b) Quelle est la variation de l’energie interne du gaz ? 

c) Quelle est la quantite de chaleur echangee par le gaz ? 

Indiquer si le gaz foumit ou recoit de la chaleur. Justifier le resultat en 3 lignes au 
maximum. 

d) Quelle est la variation d’entropie du gaz ? Justifier le signe du resultat en 3 lignes 
maximum. 


(Septembre 1980) 


Extrait de l’examen juin 1981 FSSM 

On introduit un exces de NH4CI (s) (dont on negligera le volume) dans un recipient 
prealablement vide d’air. Le systeme est porte a 340°C, temperature a laquelle on etudie 
1’ equation (1) : 


NH 4 Cl(s ) NH 3 (g) + HCL(g) (1) 
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1) On se propose de changer la temperature du systeme, tout en conservant l’etat 
d’equilibre du systeme. Montrer qu’a chaque temperature correspond une seule 
pression d’equilibre, parfaitement determinee. 

2) Quelle sera la valeur de la constante d’equilibre K P , a 340°C, pour l’equilibre (1) ? 

3) Les valeurs des enthalpies libres molaires (a 340°C et sous une atmosphere) de 
NH3(g) et HCL(g) sont respectivement, +1,5 kcal/mole et— 22,0 kcal/mole. 
Calculer la valeur de l’ethalpie libre molaire de NH4CL a 340°C et 1 atmosphere. 


(Juin 1981) 


Extrait de l’examen juin 1982 FSSM 


I- On considere l’equilibre (A) : 


CaC0 3 (s ) CaO(s) + C0 2 (g) 


(A) 


Le tableau suivant donne les enthalpies libres standards AG° 2 9 8 (exprimees en kcal/mole ), 
les enthalpies standards A//° 298 (exprimees en kcal/mole ), ainsi que les entropies standards 
AS°298 (exprimees en cal. k/ mole) pour les 3 corps ci-dessus : 


Corps 

a r° kcal/ 

298 / mole 

auo kcal/ 

298 / mole 

aco cal / 

298 / mole. K 

CaCO 3 (s) 

-269,80 

-288,50 

22,20 

CaO (s) 

-144,40 \ 

-151,80 

9,50 

CO 2(g) 

-94,25 

-94,05 

51,06 


On admettra, tout au long de ce probleme, que l’enthalpie de la reaction dans le sens 1, ainsi 
que l’entropie de la reaction dans le sens 1, ne dependent pas de la temperature. 

1) Calculer la valeur de l’enthalpie libre de la reaction dans le sens 1. La reaction dans 
le sens 1, aura-t-elle lieu de fa£on spontanee a 298K ? 

2) Calculer la valeur de l’enthalpie de la reaction dans le sens 1, a 298K. En faisant un 
raisonnement clair et ne depassant pas 3 lignes, indiquer si une augmentation de la 
temperature deplace l’equilibre dans le sens lou dans le sens 2. (une reponse mettant 
en jeu des equations sera consideree fausse) 

3) Calculer la valeur de la constante d’equilibre K p pour l’equilibre (A) a 839°C. 

On donne : R = 0,082 atm. 1. deg -1 , mole -1 . 

4) On introduit dans un ballon de 10 1, prealablement vide d’air, 280,0 g d’oxyde de 
calcium solide ainsi que 22 g de CO2 gazeux. Cette operation a lieu a 0°C. On porte 
le systeme a 839°C et on laisse l’equilibre s’etablir. 

a. Quelle sera la pression du systeme a l’equilibre ? 

b. Quelle seront les masses respectives de CaO (s) et CaCO 3 (s) a l’equilibre ? 


Masses atomiques : ( Ca : 40); (C : 12); (0 : 16) 
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On negligera le volume des corps solides par rapport a celui des gaz. 

On considere que le volume du recipient n’est pas affecte par le changement de la 
temperature. 


II. 

1. L’oxydation du methane par la vapeur d’eau s’accompagne par une chaleur de 
reaction que Ton ecrit, pour simplifier : A H 1 : 

CH 4 (g) + H 2 0 (, g ) - CO{g) + 3 H 2 {g) 

Determiner A H 1 a partir des donnees suivantes : chaleur d’oxydation partielle du 
methane en monoxyde de carbone : 

1 

C// 4 +-O 2 -» CO + 2 H 2 

A H 2 = -8,50 Real 

L’enthalpie de formation de l’eau vapeur : 

A H 3 = —53,00 Real. mole -1 

2) Dans un ballon, a 25°C, on introduit 2g d’un gaz A ; 12g d’azote gazeux et 18g d’un 
gaz B. La masse volumique du melange est egale a 3,2 g. I -1 et la pression est de 
6,238 atm. On indique egalement la pression partielle de A : 2,439 atm. 

On demande le nombre de moles de gaz A et la pression partielle du gaz B 
(masse atomique de l’azote = 14). 

3) Une mole de vapeur se transforme en eau a 100°C, sous 1 atm. La chaleur latente de 
vaporisation de l’eau, a 100°C et 1 atm, est de 540 cal/g. On considere que la vapeur 
se comporte comme un gaz parfait, et que le volume molaire du liquide est 
negligeable devant celui du gaz. On demande de calculer : 

W, Q, AH, et A U 

Au cours de cette transformation.(masse molaire de l’eau = 18). 

R — 0,082 atm. 1. mole -1 ou 2 cal. R -1 . mole -1 


(Juin 1982) 


Extrait de l’examen Mai 1984 FSSM 

On considere l’equilibre suivant, ou les gaz sont supposes parfaits : 

Cl 2 (g) + 3F 2 (g) ~2 ClF 3 (g) 
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On demande : 

1) L’enthalpie standard de la reaction, a 25 °C 

2) La variation de l’energie interne du systeme au cours de la reaction, dans les 
conditions standard, a 25 °C 

3) L’enthalpie standard de la reaction a 300 °C 

4) La valeur de l’enthalpie libre standard de la reaction, a 25 °C 

5) La valeur de la constante d’equilibre, a 25°C 

6) La geometrie de CIF 3 (utiliser les regies de Gillespie) 

On donne : 


AHf' 298 , ciF 3 (g) = — 38,8 kcal.mole 1 ; AS 298 de la reaction = —65 cal. k 


-l 


Cp ci =8,77 cal. k 1 .mole 1 -, C~ PF = 8,94 cal. k 1 . mole L ; 


-l. 


-l 


-l. 


C P dp — 22,1 cal. k 1 .mole L ; 


-l. 


constantedesgazparfaits,R — 2cal.K 1 .mole 


-l 


Extrait de l’examen juin 1984 FSSM 


(Mai 1984) 


O 

1) Determiner l’enthalpie de formation A Hr du benzene liquide a partir du carbone 
graphite et de 1’ hydrogene gaz : 

6C graphite 4” 3A/ 2 gaz^ > ^6^6liquide AHfl 


Sachant que pour la reaction de combustion : 


15 


^6^6 liquide 4” @2 gaz ^COigaz 4" 3W 2 ® liquide 


OnaA H° — —780,98 Kcal.mol 1 etqueAH^ C02 az — —94,05 Kcal.mole* — let 


gaz 


^ H °fH 2 oiiquide = -68,32 Kcal.mol 


-1 


2) Ecrire deux formules de Lewis possibles pour le benzene. 

En deduire la geometrie de cette molecule ainsi que l’etat d’hybridation du carbone. 


3) Soit la reaction d’hybridation : 


6gaz 4" 3i/ 2 gaz “ * ^ 6^ 12gaz 


AH° ? 


a. 


Calculer la valeur de A H° sachant que l’energie de liaison est de 103kcal pour 
H — H, 145 kcal pour C = C, 80 kcal pour C — C et 98 kcal pour C - H. 
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On rappelle que l’energie de liaison E x ~y est la variation d’enthalpie qui correspond a la 
reaction : 


X - Y(g) -> X(g) + Y(g ) 

b. En realite, la valeur mesuree experimentalement pour A H° est de -49 kcal/mol. 
Comment expliquer cette difference si l’on ne tient pas compte de l’imprecision 
de la methode et des erreurs experimentales. 


Remarque : toutes les enthalpies sont donnees pour T = 298 K. 


(iuin 1984) 
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a) 


Corrigees 

Exercice 1 : (extrait du controle juin 1979_faculte des sciences Semlalia) 

La rection de combustion benzene securit : 

C 6 H 6 +^-0 2 ^6C0 2 + 3H 2 0 


b) L’enthalpie de vaporisation du C 6 H 6 A V H 289 peut etre conclure a partir du cycle suivant 


C 6 H 6 (!) + y0 2 6C0 2 + 3H 2 0 


AH 


1,288 


6 C0 2 + 3 H 2 0 




AH- 


CeHetg) + Y°2(g) 


On deduitA//^ = A H° ± + AH° 2 

AN : A H° r = —780,98 - (-789,08) = 8,10 Kcal/mol 

Exercice 2 : (extrait du controle septembre 1980_faculte des sciences Semlalia) 

On a le gaz suppose parfait -> deux etat : 

• Etat initiale (avant la compression)?! = latrn ; V 1 = 10 L ; 7\ = T = 273 K 

• Etat final (apres la compression) P 2 = ? ; V 2 = ~ = 1L ; T 2 = T = 273 K 

SW = —P ext dV 


a) Lors de la compression on a 
On a la transformation reversible 

=> P ext = P(P pression interne du gaz parfait ) 

v 2 


W = - J PdV [GP 

v± 

Vy 


SW = -PdV 
nRT' 


PV = nRT => P = 


V 


dV V 2 

= — I nRT — = —nRT In — 
V V 1 


l 


Vi 

Loi des gaz parfait applique au gaz a l’etat initial 

Vi = nRT 

D’on W = — PiTi In— AN ■ P = latm = 1,013. 10 5 Pa, V = 10L 

Vi 

W = 2332,52 J = 2.332 kj > 0 -> le systeme recois du travail 

b) On a gaz parfait -> V ener gieinterne ne du systeme ne depond que de la tempetature 

-> AU = nC v AT, C y : capacite calorifique molaire du gaz 
On a une transformation isotherme — > AU = 0 (car dT = 0) 

c) l er principe de la thermodynamique -> AU = Q + W. 

' Q = ~W = -2332,52/ 
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Au cours de compression, le gaz regois du travail et en contre il fournit la meme quantite de chaleur 

(Q = ~W). 

d) On a une transformation reversible, dS = — — Puisque T = cste 

Q 

-» AS = j -» AN\ T = 273 K, Q - - 2332,52 J 

-> AS = -8,547/r 1 

AS < 0 L’enthalpie de systeme diminue au cours de la transformation -> le desordre \ 

Gaz a l’etat initial est moins ordonne que l’etat final. 

Exercice 3 : (extrait du controle juin 1981_faculte des sciences Semlalia) 

La dissociation de NH 4 U(s ) : CH 3 Cl(s ) ^ NH 3 (g) + HCl(g ) (1) 

1) Pour montrer qu’a chaque temperature, il existe une seule valeur de pression pour laquelle 
est conserve, il faut que le systeme soit monovalent ^variance du systeme = 1 

V = F -F 

F 

F: Le nombre de facteur d’equilibre 

R : Est le nombre de reaction entre 

facteur K P = Pmh 3 -Phci > P total — Pnh 3 + Phci 

et Pnh 3 — Phci 

Pnh 3 — Phci Car l’equilibre est obtenu a partir de NH 4 U ( s ) pur 
On a F = 4 et F = 3 => 1/ = 1 ^ x 

=> le systeme est done bien monovariant 
JT _ P NH 3 - P HCI 

2) La constante tip — avec 

P NH 3 Cl 

Et P NH 3 

.A p2 

Done K P — — an : K P — 0.25 atm 

4 r 

3) La variation d’enthalpie libre A G° de la reaction (1) a 613K s’exprime en fonction des 
enthalpies libre molaire de formation AG## , AG Ha ^ g y AG NH3Ci ^pa.v : A G° = A G NHs + 

A G H ci ~ ^G N h 3 ci 

On a la condition d’equilibre : A G° = —RT In K p . 

On deduit que : A G NHsCKs) = A G N H 3(g) + A G HCl(jg ) ~ RT\nK p =>AN / : T = 613 K ; R = 
2cal.mol~ 1 .K~ 1 

On trouve : AG NH = —22,2 keal/mol . 

Exercice 4 : (extrait du controle juin 1982_faculte des sciences Semlalia) 


Pnh 3 + Phci — P 
= Phci = ^ 


T 

P total 

Pnh 3 > Phci 
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i) 


2 ) 


3) 


4) 


o 

La variation d’enthalpie libre AG 298 de la reaction (A) dans le sens 1 peut etre calculee de 
deux manieres suivantes : 

AG 298 = ^ AG^ 289 C produit ) — ^ AG^ 2 9 8 ( reactifs ) 

o 

AGf 298 : L’enthalpie libre de formation standard. 

Done AG 298 = AG^ 298 (C0 2 ^)) + A G^ 298 (CaO( 5 )) — AG^ 298 ^CaC0 3 ^ s ^ 

AN : AG 298 = 31,15 /fcaZ > 0 

AGy- 298 > 0 => La reaction (A) ne peut pas avoir lieu spontanement a 298K dans le sens 1 

La variation d’enthalpie standard A // 298 de la reaction (A) dans le sens 1 peut etre calculee 
de meme fagon queAG 298 

A#298 = ,298^^ 2(g)) + AHf 298(C a O(s)) ~ 298 (^ a ^3( 5 )) 

AAZ : AH° 298 = 42,65/fcaZ 

La reaction (A) est exothermique dans le sens 1, car A H° 298 est positive, une augmentation de 
temperature deplace, dont l’equilibre dans le sens endothermique (sens2). 

La constante K P (T ) de l’equilibre (A) dans le sens 1 a la temperature 
T = 1112 K est donnee par la relation 

A G° t = -RT\nK P (T) 

D’autre part : A G° T = A H° T — TAS° t 

A H° t et AG^Nedepondent pas de la temperature, done A G° T = A H° 298 — TAS° 298 d’ou 
L expression de K P (T ) 


AH 


AS 


298 


) 


K P (T ) = exp( — + 

P RT R 

AN:AS° 298 = 38,36. 10~ 1 Kcal.mol~ 1 . K _1 
K P (1112K) = 1 atm 

Le systeme est caracterise par les deux etats 


Etat initiala 


V = 10 L 


T ± = 273 K 
mC0 2 22 

nC0 2 — = — = 0,5 mol 

2 MC0 2 44 

mCaO 280 

nCaO = , _ ^ = — — = Smol 
MCaO 56 

— n ~ n r\ 


Etat finale 


V = 10L 


r 2 = 1112/f 


n = 


n = 


m'C0 2 

MC0 2 

m'CaO 

MCaO 


L’etat final du systeme se caracterise par la presence de CaO, C0 2 etCaC0 3 en equilibre suivant la 
relation 

Ca0 (5) + C0 2{g) - CaC0 3(5) 

1 1 

=> K P = Tr N = — — ; P rn ^est la pression de CO ? 
p K p (T 2 ) P C02 c ° 2 ” 2 

a) La pression du systeme a L equilibre est egale a Pco 2 >P ~ Pco 2 ~ Kp(T\ 2 ) 
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i) 


AN : K P (T 2 ) = 1 atm done P = 1 atm 

b) Las masses m'CAO de CaOr s \ et m'CaC0 3 de CaC0 3 seront calculees une fois leur 
nombre de moles respectif n'CaO et n' CaCO 3 det ermine. 

CaO (s) + C0 2(g} ^ CaC0 3(s) 

nCaO — x nC0 2 — x x 

L’application de la loi des gaz parfait du ( C0 2 ) 

p co 2 -V 

=> x = n rn „ — — 

co 2 RT ^ 

AN: x = 0,35 mol. 

On en deduit que : 

m 'caO = n ' CaO-McaO = ( n CaO ~ x )-^CaO m ' CaC0 3 = n ' CaC0 3 - ^CaC0 3 = { x -^CaC0 3 ) 

AN : M ca 0 = 56 g/mol et M CaCOs = 100 g/mol. £ 

m 'ca0 = 258,2 g ; m' CaC03 = 39 g 

1 . La chaleur de la reaction A H 1 peut calculee a partir du sycle. 


CH * (g) + H 2°(g) 


A Hi 


CO ig) + 3H 2 (g) 


-A H, 


Ah I, 


CH 4(g ) + 2 °2(g) + 0 ig) 


A H 1 = A H 2 - AH 3 AN:AH 1 = 48,5 OKcal 

2. Dans le tableau ci-dessous on regroupe les donnees relatives au systeme forme par melange 
gazeux, contenu dans le ballon de volume V et porte a la temperature T = 298 


Nature du gaz 

A 

B 

n 2 

Melange (A + B 

+ N 7 ) 

Masse (g) 

m A = 2 

m B = 18 

m N? = 12 

m — 32 

Pression {atm) 

P A = 2,439 

Pb=7 

P N? =? 

P =6,238 

Nombre de mole 

n A =? 

n B =? 

n N? = 0,429 

n —1 


p . y 

L’ equation d’etat des gaz parfait appliquee au gaz A dans le melange donne : n A — -^-(1) 

771 

Sachant que la masse volumique p = — 


On deduit : n A — 


P A .m 

RT.p 


AN :R — 0.082 atm. l.mol -1 K _1 .p = 8,2 g/l 
On trouve n A = 1 mol. 

La pression partielle du gaz B est la pression qu’il exercerait s’il occupait font le volume a lui 
seul, done : 

RT 


Pb ~ n B 


V 


(II) 
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D’apres la relation (I) on a 

Done P B =n B — 
n A 


Pa 

n a 


En appliquant la loi des gaz parfait au melange gazeux on obtient n = ^ = j- . ti a 


D’autre part \n B — n — n A — n Nz 

n No 

^P B =P-P A ( 1+— *) 

n A 

Remarque : le meme resultat peut etre obtenu en partant de la relation P = P A + P B + Pn 2 
Avec P B = n B . — et P N = n N „ — ; P B = 2,753 atm 

n A 2 2 n A 

3 - # 20(30 # 20(0 

Le travail mis en jeu au cours cette transformation effectuer sous la pression P et a la 
temperature T s’exprime par : W = — P ex t(Li ~ Vg) 

Le volume molaire l^est negligeable devant celui du gaz V g et P ext = P => W « PV g 
Done W = RT ; AN: T = 373 K, R = 2 cal. K^.moH 1 

W = 746 cal = 8118,28 J ^ \ 

La quantite de chaleur accompagneea la reaction 1 est Q = — LV 
AN :Q = 18* 450 = -9720 cal. j 

On P — cste => AH — Q P — —9720 cal. 
l er principe on a AU = Q + W 
AN : A U = —8574 cal 

Remarque : on peut obtenu la meme valeur en utilisant la relation 

^ AH = AH + A(P. V) 

Exercice 5 : (extrait du controle mai 1984_faculte des sciences Semlalia) 

1) La variation de l’enthalpie standard A r H° 298 la reaction 
Cl 2 (flf) + 3F 2 (g) ^ 2 CIF 3 ^ (1) 

Est egale a 2 AfH 2 c)Q(ClF 3 (g\), car les enthalpies de formation des molecules Cl 2 e t F 2 sont nulle 

o o o o 

K H 29S - 2 &f H 298(ClF 3(g) ) ~ H 298(Cl 2(g) ) ~ 3 ^/^298(F 2(5) ) 

AN : A r H° 298 = —77.6 Real 

2) La variation de l’energie est fixe, et les gaz sont supposes parfait; A (PL) = AnRT 
An : la difference entre les nombres finale et intial des moles gazeues. 

D’ou AU = AH - AnRT 


* 

^ 


AN: An = -2; R = 2. 10~ w Real. 

Et dans les conditions standard (P = latrn, T = 298 K) ; AH = A H° 298 
A U = —76Akcal 
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3) Relation de Kirchhoff : 

J rT 2 = 773 

AC P dt 

T ± = 298 

Avec A C° P = 2 C p (ClF 3 ) — 3 C p (F 2 ) — 3 C° v> Cl 2 (constante entre T^etT^ 

Done AH° S73 = AH° 298 + AC° p (T 2 — 7\) 

AN : AC° P = 8,61. 10~ 3 Kcal. K' 1 . mol' 1 
=> AH° S73 = — 75, 2Kcal 

4) La variation d’enthalpie libre AG: 

AG = AH - TAS 

A P = atm \T = 298F => AG = A G° 298 ; AH = AH° 298 = —77,6 kcal et AS = AS 298 
—65. 10 _3 /ccaZ K~ 1 
On trouve AG° 298 = — S8, 2kcal. 

5) La variation d’enthalpie libre AG r a la temperature T de la reaction (1) est : 


AGt — AGt “I - RT In 


p 2 

L cif 3 


P f\-Pci 2 

Pcif 3 > Pf 2 > Pci 2 Pression partielle de CIF 3 ,F 2 et Cl 2 . 

A l’equilibre AG = 0 done A G T = — RT\nK P avec 

P CIF. 

K P = — — — Constante d’equilibre de la reaction (1) 

P F 2 P Cl 2 

o 

On deduit K P = exp(— — ) 

RT 

AN : T = 298, A G° T = A G° 298 = 58,2 Kcal => K P = 2,7. 10 42 atm 

K P est' Yves elevee, =»la reaction est totalement dans le sens de formation de CIF 3 

Exercice 6 : (extrait du controle juin 1984_faculte des sciences Semlalia) 


1 ) L’enthalpie de formation Af//°c 


C 6 «6(0 + y0 2 (5) 


A H 


6C0 2 (g) + 3H 2 0(l) 



f.H z O W 


6 C (s) + 3H 2 (g) + ~Y° 2 (g) 



G^fH'Co 


► 6C0 2 (g) + 3H 2 (g) + 2 °2(g) 


2 (g) 


A H f = “A H + 6 A ff/,co 2 ( 5 ) + 3 ^ H f,H 2 o(i) 

On deduit : A H° f = -A H° + 6AH° fC02(g} + 3AH° fH20(l} 
AN : A Hf = ll,72kcal/mol 
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H H 



AH 1 = 3 E c - c + 3 E c _ c + 6 E C _ H 
AH 2 — 3 E h _ h 

AH 3 = —(6E C _ C + 1 2E c _n) 

A H° = AH ± + A// 2 + AH 3 OuAH° = 3E C=C + 3 E H _ H - 3E C _ C - 6 E C _ H 
AN \E C=C — ISAkcal/mol )E h _ h — 103kcal/mol 
E c _ c — 80kcal/mol >Ec-h — 98kcal/mol 
On trouve : AH° = —8Akcal/mol 
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